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ACHTDIMENSIONALE LOKALKOMPAKTE 
TRANSLAT IONSEBENEN MIT  MINDESTENS 17- 
D IMENSIONALER KOLL INEAT IONSGRUPPE 
1. E INLEITUNG 
1.1. Zum Kontext 
Diese Arbeit bildet den Abschlul~ eines Klassifikationsprogramms mit dem 
Ziel der expliziten Bestimmung aller achtdimensionalen lokalkompakten 
Translationsebenen, deren Kollineationsgruppe mindestens 17-dimensional 
ist. 
Diese Klassifikation ist fiber den Rahmen der Theorie der topologischen 
Translationsebenen hi aus von Belang. Nach neuesten Ergebnissen von 
Salzmann (bisher unver6ffentlicht) ist jede achtdimensionale, (lokal)kom- 
pakte topologische projektive Ebene, deren Kollineationsgruppe mindestens 
17-dimensional ist, entweder isomorph zu einer der quaternalen Hughes- 
Ebenen ([23, Satz 2, 3.6ff]), oder abet eine Translationsebene bzw. dual zu 
einer solchen. Die Klassifikation, die hier zum Abschlug gebracht wird, 
liefert also die Ebenen mit gr6gtm6glicher Beweglichkeit unter den acht- 
dimensionalen kompakten projektiven Ebenen schlechthin. 
Ffir den Fall einer Kollineationsgruppe d r Dimension >--19 ist das 
Resultat von Salzmann bereits publiziert [22], [23, Satz 1]. Im Rahmen der 
hier ausgeffihrten Klassifikation ergibt sich andererseits, dag auger der 
Ebene fiber dem Quaternionenk6rper k ine achtdimensionale lokalkom- 
pakte Translationsebene eine Kollineationsgruppe d r Dimension >/19 hat 
(dieses Ergebnis kann schon vorab, vor der Durchffihrung der 
Klassifikation im Einzelnen, gewonnen werden, siehe [7, 1.3]). Insgesamt ist 
also die desarguessche Quaternionenebene di  einzige achtdimensionale, 
kompakte projektive Ebene mit einer Kolfineationsgruppe d r Dimension 
>/19. Die Klassifikation liefert andererseits einige Familien von nicht 
desarguesschen Translationsebenen, deren Kollineationsgruppe Dimension 
18 oder 17 hat. Eine vollst/indige Liste dieser Ebenen ist in §6 angegeben. 
Die vorliegende Arbeit ist nur tier abschliegende Teil der 
Gesamtklassifikation; deshalb seien hier in einem kurzen Oberblick die 
Vorarbeiten und die anderen Bestandteile rw~ihnt. In [7] wurde die 
Klassifikation angekfindigt und ihr Programm erl~iutert. In derselben 
Arbeit sowie in [3], [6] und [11] finden sich die wesentlichen theoretischen 
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Grundlagen. In [9] und [13] wurden jeweils Teilklassen der 
Gesamtklassifikation explizit bearbeitet. Eine letzte Teilklasse, deren 
Er6rterung noch aussteht, wird in der vorliegenden Arbeit behandelt. Auch 
[10] und [12] sind f/ir die Klassifikation wichtig, obwohl die darin kon- 
struierten Ebenenfamilien schliel31ich nicht in das Klassifikationsergebnis 
eingehen, da sich bei ihrer Untersuchung herausstellt, dab die Dimension 
ihrer Kollineationsgruppe zwar recht grog ist, aber doch nicht 17 erreicht; 
diese Arbeiten dienen also der Ausgrenzung der Klassifikation aus ihrem 
Umfeld. F/Jr die Teilklasse von achtdimensionalen lokalkompakten 
Translationsebenen, deren duale Ebenen ebenfalls Translationsebenen sind, 
die also Lenz-Typ V haben, wurde eine entsprechende Klassifikation schon 
viel fr/.iher gesondert durchgef/ihrt ([4], [5]); inzwischen kann man die 
Ergebnisse f/ir diese speziellere Situation in der allgemeinen umfassenderen 
Klassifikation mitgewinnen. Durch diese Einordnung in einen allge- 
meineren Kontext erhalten manehe Ph/inomene, die bei der gesonderten 
Betrachtung von Lenz-Typ-V-Ebenen nur konstatiert werden konnten, eine 
nat/irliche Erkl/irung. Dies soll in einem Exkurs (§5) noch n/iher ausgef/ihrt 
werden. 
1.2. Zum Inhalt 
Die Arbeit [11] fiihrt auf einen Typus yon achtdimensionalen okalkom- 
pakten Translationsebenen, der unter dem Gesichtspunkt grol3er 
Kollineationsgruppen vielversprechend ist,n/imlich diejenigen, in denen die 
Gruppe G c der stetigen affinen Kollineationen 
(1) eine zu SO3(R) lokal isomorphe Untergruppe I2 enth/ilt, die auf der 
Translationsachse L~ Fixpunkte hat und eine zu SO3(N) isomorphe 
Transformationsgruppe yonL~ induziert, 
und iiberdies 
(2) eine dreidimensionale abgeschlossene Untergruppe N von 
Scherungen mit fester Achse besitzt, die yon E normalisiert wird 
(Alternative (2) des SO3(R)-Satzes in [11, 1.4]). Diese Ebenen lassen sich 
alle explizit bestimmen. Der Fall, dab Y~ selbst isomorph zu SO3(R) ist, 
wurde in [13] abgehandelt; die entsprechenden Ebenen wurden dort kurz 
S03(~)-Ebenen mit gro~en Scherungsgruppen genannt. Hier behandeln wir 
nun den alternativ verbleibenden Fall, dab I; die universelle 
l~berlagerungsgruppe Spin(3) = Spin3(R) -~ SU2(C) yon SO3(R) ist; die hier- 
unter fallenden Ebenen nennen wir analog Spin(3)-SO3(R)-Ebenen mit 
9roJ3en Scherungsgruppen. 
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In §2 werden diese Ebenen explizit bestimmt. Diejenigen Ebenen unter 
ihnen, die zum Lenz-Typ V geh6ren (also fiber einer reellen 
Divisionsalgebra koordinatisiert sind), verdienela besonderes Interesse, da 
man genau diese Ebenen auch durch Ableiten (im Sinne der 
Differentialrechnung) derEbenen fiber den Fastk6rpern von Kalscheuer- 
Tits gewinnen kann; dies ist in §3 n/iher ausgeffihrt. §4 befaBt sich mit der 
Bestimmung der Kollineationsgruppe der verschiedenen Typen von 
Spin(3)-SO3(E)-Ebenen mit groBen Scherungsgruppen; dabei sind die in 
[11] und [13] vorbereiteten allgemeinen Strukturaussagen von groBem 
Nutzen. 
Es erweist sich nun, dab mit der Bestimmung dieser Ebenen die ange- 
strebte Klassifikation ihren Abschlul3 findet: Aul3er den Ebenen fiber den 
Fastk6rpern von Kalscheuer-Tits und den Divisionsalgebren von Rees 
befinden sich alle achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen 
rnit mindestens 17-dimensionaler Kollineationsgruppe unter den SO3(R)- 
Ebenen und den Spin(3)-SO3(R)-Ebenen mit gro13en Scherungsgruppen 
und k6nnen also deren Klassifikation entnommen werden. Dies ist in den 
letzten beiden Paragraphen ausgef/ihrt. §5 befal]t sich dabei, wie schon 
erw~ihnt, nochmals mit dem Spezialfall von Lenz-Typ-V-Ebenen. In §6 
wird dann der allgemeine Fall behandelt und (im Klassifikationssatz) die 
Liste aller achtdimensionalen okalkompakten Translationsebenen mitmin- 
destens 17-dimensionaler Kollineationsgruppe explizit aufgestellt. 
Der Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft f/it das 
Forschungsstipendium und das Heisenberg-Stipendium, auf die die 
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wesentlich zurfickgehen. Die Arbeit 
umfaf3t die aktualisierte Version eines Abschnitts aus der Habili- 
tationsschrift des Verfassers. 
1.3. Grundtatsachen 
Eine achtdimensionale lokalkompakte Translationsebene l~iBt sich als affine 
Ebene bezfiglich irgend zweier verschiedener Koordinatenachsen W und S 
durch einen als Ursprung gew/ihlten Punkt o koordinatisieren fiber einem 
lokalkompakten topologischen Quasik6rper Q, dessen additive Gruppe die 
Vektorgruppe R 4 ist ([21, §7, insb. 7.23]). Der affine Punktraum A ist in 
diesen Koordinaten der E-Vektorraum Q × Q = R 8. Die Ursprungsgeraden 
sind die 4-dimensionalen li earen Teilr~iume W = Q x {0}, S--{0} x Q 
und {(x, aox);x~Q} (Gerade der 'Steigung' a) f/ir 05  aeQ, woo die 
Multiplikation des Quasik6rpers Q ist; die fibrigen affinen Geraden ent- 
stehen als Bilder der Ursprungsgeraden u ter der Translationsgruppe d s 
Vektorraums A = R 8. Durch Adjunktion einer uneigentlichen Geraden Lo~ 
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erhfilt man eine kompakte topologische projektive Ebene ([21,§7]); als 
projektive Gerade ist L~ hom6omorph zur Einpunktkompaktifizierung 
einer affinen Geraden, also zur 4-SpMre 5 4. 
Die Gruppe G c der stetigen affinen Kollineationen ist das semidirekte 
Produkt der Translationsgruppe mit dem Stabilisator G~ des Ursprungs. 
(~ ist eine abgeschlossene Gruppe yon ~-linearen Transformationen yon 
& = ~8 (siehe z.B. [3,§3]). Der Tr/igheitsnormalteiler der Wirkung yon (~ 
auf L~ist die Gruppe GEo,L~] der affinen Streckungen vom Zentrum o aus, 
d.h. aller Kollineationen, die jede Ursprungsgerade invariant-lassen. 
Algebraisch lassen sich diese Streckungen i Koordinaten fiber dem koordi- 
natisierenden Quasik6rper-Qanhand dessen Kern Ker Q beschreiben als 
die Kollineationen 
(x, y) ~, (x o c, y Q c) mit 0 ¢ c e Ker Q 
([1], [17,8.2]). Ker Q ist ein abgeschlossener Unterk6rper yon Q, also nach 
dem Satz yon Pontrjagin isomorph zu E oder C, sofern nicht Q -~ H ist, d.h. 
die klassische Quaternionenebene vorliegt. 
Somit hat die affine Ebene eine fineare Struktur als Rechtsvektorraum 
fiber Ker Q, wobei GEo,L~] einfach die Gruppe der skalaren Streckungen 
dieses Vektorraums ist. Die Kollineationen aus G~ sind semilinear fiber 
Ker Q ([1], [17,8.3(8)]), natfirlich mit stetigem Begleitautomorphismus. Da R 
nur einen und C genau zwei stetige Automorphismen hat, sind auBer im Fall 
der Quaternionenebene die Kollineationen aus der Zusammen- 
hangskomponente Fo von (;Co stets linear sogar fiber Ker Q. Man erh/ilt 
dann eine Darste!lung von F o als fastdirektes Produkt 
Fo = A. ((~Eo,L~3)I; 
dabei ist A die Zusammenhangskomponente der Gruppe 
SFo = {yeFo; detKerQ ~= 1} 
der Kollineationen aus Fo, die fiber Ker Q Determinante 1 haben, und 
(GEo,L~]) 1 die Zusammenhangskomponente der Streckungsgruppe. SFo be- 
wirkt auf Lo~ dieselbe Transformationsgruppe wi F, wirkt aber fast effektiv 
auf L~. Im Fall der Quaternionenebene erreicht man im fibrigen dasselbe 
durch die Setzung A = SFo = SL2(H).  ' 
Die folgende Aussage, die wir immer wieder benutzen werden, besagt die 
Kompaktheit von geometrisch wichtigen Untergruppen der Kol- 
lineationsgruppe, sie ist die vereinfachte Version eines grundlegenden 
Ergebnisses aus [6, 2.1]: 
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1.4. LEMMA (fiber Achsenstandgruppen). Eine zusammenhdngende, abge- 
schlossene Untergruppe yon SFo, die zwei verschiedene uneigentliche Punkte 
w, s~ L~ festIiiJ3t, ist entweder kompakt oder semidirektes Produkt einer kom- 
pakten Untergruppe mit einer zu R isomorphen abgeschlossenen U tergruppe 
Y; die Bahnen yon Y in L~\  {w,s} haben dann sowohl w als auch s als 
H iiufungspunkt. 
Eine Untergruppe Y der geschilderten Art wird im folgenden auch als 
Kompressionsuntergruppe bezfiglich w und s bezeichnet. 
2. Spin(3}-SOa(R)--EBENEN MIT GROSSEN SCHERUNGSGRUPPEN 
In diesem Abschnitt werden die genannten Ebenen explizit bestimmt. Wir 
werden sie als Koordinatenebenen fiber geeigneten QuasikSrpern angeben, 
die nun zunfichst beschrieben werden sollen. 
2.1. KONSTRUKTION. Die additive Gruppe des Quaternionenk6rpers H 
sei"in der Weise mit R 4 identifiziert, dab dem Element 
a = a 1 + i 'a 2 + j 'a  3 + k.a 4 
das 4-Tupel der Koeffizienten a. 6 R entspricht. Der Unterraum 
P: = PuN 
der reinen Quaternionen e tspricht dann dem Unterraum {0} x R 3 von ~4. 
Wir fixieren einen zu C isomorphen Unterk6rper von ~, z.B. 
C=(1 ,  i}=~+i .R={r+i . s ;  r , s~}.  
F fir ein festes Element 
heC = (1, i) 
mit 
[h [= l  und Reh=h1>0,  Imh=h2>0 
betrachten wir das System der Nebenklassen des Unterraums 
Ph = (Pu H)- h. 
Sei q) ein topologischer Ouerschnitt dieses Nebenklassensystems, d.h. eine zu 
hom6omorphe abgeschlossene T ilmenge von N, die jede Nebenklasse 
von Ph in genau einem Punkt trifft, und vonder wir zus/itzlich noch 
0eq); le@ 
verlangen. Jede Quaternion a 1/igt sich dann zerlegen in der Form 
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(*) a=p(a) 'h+ ¢(a) 
mit 
p(a)~P und q)(a)e~. 
Dabei sind (p(a) und p(a) eindeutig bestimmt durch 
und 
a + Ph = (p(a) + Ph, 
p (a )=(a -  p(a)).h -1, 
also (a + Ph) c~ qb = {~o(a)} 
und h/ingen stetig yon a ab, wie man sich leicht fiberlegt: Die 
Schnittfunktion a~o(a)  setzt sich zusammen aus der kanonischen 
Projektion auf den zu R hom6omorphen Faktorraum H/Ph und der 
Umkehrung der naheliegenden bijektiven Abbildung • ~ H/Ph; letztere ist 
aber stetig, also ein Hom6omorphismus yon • ~ R auf H/Ph ~- ~. 
Mittels dieser Zerlegung definiert man nun eine Modifikation o der 
Quaternionenmultiplikation, ndem man fiir a, x e H 
(**) a o x = p(a)" x. h + x" q~(a) 
setzt. Es ist dann also 
(ph + f )ox  = pxh + xf ftir pe P, feO,  
Wegen 0e • und 1 e qbist q0(0) = 0, p(0)= 0 und ~o(1)= 1, p(1)= 0; also ist 0 
Nullelement und 1 Einselement bezfiglich o. Die algebraische Struktur 
bestehend aus der /iblichen Addition in H = R 4 und dieser neuen 
Multiplikation o nennen wir Qh.,. Wir zeigen: 
2.2. Qh,, ist ein topologischer Quasik6rper. 
Beweis. Die Multiplikation o ist ersichtlich stetig in beiden Variablen und 
erffillt das Linksdistributivgesetz a o (x + y) = a o x + a o y. Nach den 
Kriterien ffir lokalkompakte Quasik6rper aus [8] (insbesondere [8, Satz 
2.1]) gen/igt es zu zeigen, dab ffir a, dsH mit a ¢ 0 die Gleichung yoa = d 
eindeutig und stetig nach y aufgel6st werden kann. Nach Definition der 
Multiplikation o gilt fiir eine Aufl6sung y, dab p(y).a, h + a.qo(y) = d, also 
a- ld  = a-lp(y)ah + q)(y). Mit p(y) ist auch a-lp(y)a eine reine Quaternion, 
und nach der eindeutigen Zerlegung (*) in 2.1 folgt q)(a-ld)= q~(y) und 
p(a-ld)=a-~p(y)a, also p(y)=a'p(a-ad)'a-~. Insgesamt ist also 
y =a 'p(a - ld ) 'a - lh  + q)(a-ld) durch a und d eindeutig bestimmt und 
h/ingt stetig von a und dab;  umgekehrt verifiziert man auch leicht, dab 
das so bestimmte y tats/ichlich die Gleichung y o a = d 16st. [] 
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2.3. KOORDINATISIERUNGSSATZ. Die Spin(3)-SO3(E)-Ebenen si d ge- 
nau die Ebenen fiber den Quasiko'rpern Qh,¢~ aus 2.1. Genauer: 
Gegeben sei eine achtdimensionale lokalkompakte Translationsebene, in der 
bezfiglich einer Ursprungsgeraden S die Gruppe der Scherungen mit Achse S 
mindestens dreidimensional ist, und in der G~o eine zu Spin(3) isomorphe 
Untergruppe Emit ElLa -= SO3([~) entha'lt, welche S invariant Idflt. 
Ist dann W eine beliebige andere Ursprungsgerade, so wird die Ebene 
bezfiglich W und S als Koordinatenachsen (und bei geeigneter Wahl eines 
Einheitspunkts) yon einem der Quasik6rper Qh,, koordinatisiert. 
Beweis. (a) Wie in [13, 2.1] ausgeffihrt, ist die Wirkung yon Z als SO3(R) 
auf der zur 4-Sph~ire hom6omorphen uneigentlichen Geraden nach der 
Klassifikation von Richardson [20] /iquivalent zur gewohnten Wirkung 
(der zweifachen Einh~ingung der Standardwirkung yon SO3(R) auf der 2- 
Sph/ire); insbesondere ist die Menge der Fixpunkte von E in L~ ho- 
m6omorph zur Kreislinie. 
Die Voraussetzung fiber die Existenz von Scherungen l~igt sich ferner 
nach [13,2.2] dahingehend pr/izisieren, dab eine zu R 3 isomorphe abge- 
schlossene Untergruppe N von Scherungen mit Achse S existiert, die von E 
normalisiert wird, und E hat auf jeder Bahn yon N in L~ genau einen 
Fixpunkt (insbesondere wird N von Z nicht zentralisiert). Jede von S 
verschiedene Ursprungsgerade ist daher Bild einer bei Z invarianten 
Ursprungsgeraden u ter einer Scherung aus N. Aus diesen Informationen 
werden wir die Geometrie der Ebene rekonstruieren. 
(b) Durch Konjugation mit einem geeigneten Element aus N kSnnen wir 
annehmen, dab die gew~ihlte erste Koordinatenachse W ebenfalls Y- 
invariant ist. 
Der einzige nichttriviale Normalteiler von Z ~ Spin (3) wird erzeugt von 
der zentralen Involution von Z, und diese wirkt wegen Z[Lo~ ~ SO3(~) 
trivial auf Lo~, hat also L~ als Achse und kann keine weitere Gerade 
punktweise festlassen. Insbesondere wirkt Z auf jeder invarianten 
Ursprungsgeraden ffektiv. Nun hat Spin(3)-~ SUz(C) bis auf )~quivalenz 
genau eine treue lineare Darstellung im R 4, die sich aufgrund der 
Identifikation 
Spin(3) = {a~;  [al = 1} 
durch die Quaternionenmultiplikation beschreiben l~igt. Man kann also den 
4-dimensionalen R-Vektorraum S so mit H identifizieren, dab 
E IS= {H--* H: y~ay;  aeSpin(3)}. 
Wir betrachten nun neben S und W noch eine weitere Z-invariante 
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Ursprungsgerade E. Unter Wahrung der bereits vorgenommenen 
Identifikation yon S mit H identifizieren wir den Punktraum /~ der affinen 
Ebene so mit ~ x H, dab 
s = {0} × •, w = ~ × {0}, E = {(x,x); xs~}.  
Wegen der Invarianz yon E und W schreibt sich Y. in diesen quaternalen 
Koordinaten, die im folgenden stets zugrunde gelegt seien, als 
(1) I2 = {(x ,y)~(ax,  ay); asSpin(3)}. 
(c) Die Scherungsgruppe N g R3 ergibt sich dann in der Form 
(2) N= {(x,y)--(x,~(x)+y); o s~},  
wobei ~ eine abgeschlossene zu R 3 isomorphe Untergruppe der additiven 
Gruppe R(4) aller R-linearen Endomorphismen yon R 4 = H und folglich 
ein 3-dimensionaler Untervektorraum yon R(4) ist. 
DaB N yon £ normalisiert wird, drfickt sich in den gew/ihlten 
Koordinaten mit Hilfe der Abbildungen der Quaternionenlinksmulti- 
plikation 
~,: ~--+~: x~ax (asH) 
folgendermagen aus: 
AaeSpin(3 ) A~oe.//-: }~a-10)~ a S ~'; 
der Wirkung yon 2; auf N verm6ge Konjugation entspricht die Wirkung der 
Gruppe {2,; as Spin(3)} auf g'. Die Bestimmung der fraglichen Ebenen 
grfindet sich nun auf das Faktum, dab dadurch ~ schon im wesentlichen 
festgelegt ist. F/Jr sp/itere Zwecke halten wir das in einer vom speziellen 
Kontext losgel6sten Form fest: 
2.4. HILFSSATZ. Sei ~f" ein dreidimensionaler Untervektorraum des Raums 
N(4) aller R-linearen Endomorphismen yon ~4 = H, der invariant, abet nicht 
elementweise fest ist unter Konjugation mit der Gruppe der Transformationen 
ha: H --+ H: x ~ ax fiir as  Spin(3). 
Dann ist fiir eine geeignete Quaternion he H\  {0} 
~g" = {x ~ pxh; ps Pu ~}. 
Beweis. Nach den Voraussetzungen i duziert Spin(3) per Konjugation 
sine nichttriviale lineare Darstellung der Zentrumsfaktorgruppe SO3(R ) auf 
"g'. Alle dreidimensionalen nichttrivialen Darstellungen yon SO3(N) sind 
nun ~iquivalent. Insbesondere bilden die Fixpunkte einer Involution q aus 
SO3(R) einen eindimensionalen Unterraum, und dieser ist invariant unter 
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jeder anderen mit t 1 vertauschbaren I volution t2 und besteht aus 
Eigenvektoren von 12 zum Eigenwert - 1. F/ir die drei paarweise vertausch- 
baren Involutionen von ~U, die durch Konjugation mit den 
Transformationen 2i, 2j und 2k induziert werden, bedeutet das die Existenz 
sines Endomorphismus cos ~\{0} mit 
/~i- lco/~i = co co(i) = i" co(l). 
2f lco2 i = - co, also insbesondere mit co(j) = - j .  co(l) 
2[ *co2 k = - co co(k) = - k" o)(1). 
F/Jr x = x I + i 'x2 + j ' x3  + k 'x4sH = R 4 (x~s R) folgt dann allgemein 
CO(X) = (X 1 h- i ' x  2 - - j ' x  3 -- k'x4)'co(1) 
= - i ' (x l  + i 'x2 + j 'x3  + k'x4)' i 'co(1),  
also 
co(x) = ixh 
mit h = -/.co(l) -~ 0. F/Jr asSpin(3) und re R sind weiter mit co auch die 
Endomorphismen r)~a lco2ta: x ~-* ra - l i axh  Elemente von ~//'. Dabei ist 
ra -1 ia wie i eine reine Quaternion, und jede reine Quaternion kann so 
geschrieben werden, [18, 10.20ffS. 179ff], Die damit gefundenen Endomor- 
phismen x~-,'pxh mit psPu~ f/illen bereits einen dreidimensionalen 
Unterraum aus; somit ist ~ bestimmt. [] 
Fortsetzung des Beweises des Koordinatisierungssatzes 2.3
(d) In einer Spin(3)-SO3(R)-Ebene lassen sich f/Jr den 
Endomorphismenraum ~,  welcher die Scherungsgruppe N nach (2) be- 
schreibt, die gem~il3 Hilfssatz 2.4 bestehenden M6glichkeiten och etwas 
weiter eingrenzen. In dieser Situation kann n/imlich h keine reine 
Quaternion sein: 
Sonst g/ibe es eine Quaternion zs~\{0} sowie rsR \{0}  mit 
h=-rz - l i z ,  also mit ( r - l i ) zh=z ,  und die nach (2) durch den 
Endomorphismus x ~( r -~ i )xh  aus ~ bestimmte Scherung w/irde den 
Punkt (z, 0)s Win den Punkt (z, z)e E und folglich Win E abbilden. Die 
uneigentlichen Punkte yon W und E w/iren dann zwei verschiedene 
Fixpunkte yon Z in derselben N-Bahn in L~, im Widerspruch zu den in 
Beweisteil (a) getroffenen Feststellungen. 
(e) Wir koordinatisieren nun die affine Ebene bezfiglich W und S als 
Achsen und (1, 1)s E als Einheitspunkt durch einen Quasik6rper Q, dessen 
Elemente die quaternalen Koordinaten von W sind. Die N-Bahn der 
Ursprungsgerade mit Steigung as  Q = oq, also der Ursprungsgerade utch 
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den Punkt (1, a), besteht nach der in Beweisteil (c) ermittelten Beschreibung 
(2) der Wirkung yon N und nach Hilfssatz 2.4 aus den Ursprungsgeraden 
durch die Punkte (1,ph+a) mit peP=Pu l l ,  d.h. aus den 
Ursprungsgeraden, deren Steigung in der Nebenklasse Ph + a liegt. 
Die uneigentlichen Fixpunkte von Z in L~ bilden wie in (a) festgestellt 
eine Kreislinie und entsprechen, abgesehen vom uneigentlichen Punkt von 
S, den Steigungen der E-invarianten Ursprungsgeraden; diese bilden also 
eine zu R hom6omorphe, abgeschlossene Teilmenge • des Quasik6rpers Q. 
Da ferner ~ auf jeder N-Bahn in L® genau einen Fixpunkt hat, ist • ein 
Querschnitt des Systems der Nebenklassen yon Ph; ferner enthiilt • die 
Steigungen 0 und 1 der Geraden W und E. 
Die unter E invariante Ursprungsgerade r Steigung f • ~N {0} enthilt 
mit dem Punkt (1,f) nach der Beschreibung (1) der Wirkung yon E alle 
Punkte (a, af) mit a• Spin(3); angesichts der reellen Streckungen ist diese 
Ursprungsgerade also der Untervektorraum 
{(x, xf); x•  H}. 
Man erh/ilt schlieglich, wie in (a) vermerkt, alle yon S verschiedenen 
Ursprungsgeraden alsBilder solcher E-invarianter Ursprungsgeraden u ter 
Scherungen aus N. Mit der Beschreibung (2) yon N und Hilfssatz 2.4 ergibt 
sich also jede Ursprungsgerade ¢ S in der Form 
{(x, pxh + xf); x•H} 
mit p• P und f•qS. Es handelt sich dabei um die Ursprungsgerade r 
Steigung ph + f; also ist die Multiplikation des koordinatisierenden 
Quasik6rpers Q beschrieben durch 
(ph + f) o x = pxh + xf. 
Dies ist die Multiplikation des in 2.1 konstruierten Quasik6rpers Qh,,; 
allerdings ist noch zu zeigen, dab man h auf den in 2.1 postulierten Bereich, 
also auf h • ( 1, i), ]hi = 1, Re h > 0 und Im h >~ 0 normieren kann. 
Hierzu beachte man, dal h nach (d) keine reine Quaternion ist. Bis auf 
eine Streckung yon h mit einem reellen Skalar, die an der Beschreibung yon 
~/" gemfil3 Hilfssatz 2.4 global nichts/indert, kann man also Re h > 0 und 
[hi = 1 annehmen. Sei ferner c•~\{0} so gew/ihlt, dab die durch 
Konjugation mit c hervorgerufene Drehung 
K,e: H--'~H: x~-*c-lxc 
h so abbildet, dab 
~c~(h) • ( 1, i) und Im ~c~(h) >~ O. 
Man verifiziert unmittelbar, dab x~ ein Isomorphismus des Quasik6rpers Q
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auf den Quasik6rper Q~c(h),~c(,) ist; letzterer entspricht dann den 
Normierungsbedingungen vo 2.1. 
(f) Um zu zeigen, dab umgekehrt die Ebene fiber jedem der Quasik6rper 
Qh,. aus 2.1 eine Spin(3)-SO3(N)-Ebene mit grol3en Scherungsgruppen ist, 
braucht man nur nachzurechnen, dab die in (1) definierte Gruppe Z und die 
durch (2) mit ~#={x~pxh;  peP} beschriebene Gruppe N aus 
Kollineationen bestehen und dab N von I2 normalisiert wird. Dab 
2 g Spin(3), N ~ R3 und dab die Transformationen aus N Scherungen mit 
Achse S sind, ist dann klar. [] 
Aus den fJberlegungen in Beweisteil (e) oder durch unmittelbare 
Verifikation ergibt sich im/ibrigen: 
2.5. In der Ebene i~'ber dem Quasiko'rper Qh,® 15"J3t die Kollineationsgruppe 
Z = {(x, y) ~ (ax, ay); a e Spin(3)} 
genau die Ursprungsgeraden mit Steigung f e~,  also die Ursprungsgeraden 
der Form 
{(x, xf); xeQ=H} mit fe~ 
(sowie S = {0} x Q) invariant. 
Wir bestimmen och, welche der Quasik6rper Qh,® Divisionsalgebren 
(nicht notwendig assoziativ) sind; diese werden im n/ichsten Paragraphen 
von besonderem Interesse sein. 
2.6. In Qh,. sind 9enau dann beide Distributivgesetze erfiillt, wenn • = R. (Es 
lie9 t dann eine reelle Divisionsalgebra vor.) 
Bemerkung. Wegen Re h > 0 liefert ¢ = R stets einen Querschnitt mit den 
in der Konstruktion 2.1 geforderten Eigenschaften. 
Beweis. Aus der Gfiltigkeit beider Distributivgesetze folgt insbesondere, 
dab das Zentrum den Primk6rper Q des Kerns und damit auch dessen 
AbschluB R = 1. R enth/ilt. Insbesondere ist auch die Multiplikation von 
links mit Elementen aus ~ die /ibliche Skalarmultiplikation. Durch 
Vergleich mit der allgemeinen Formel ffir die Multiplikation in Qh,¢ folgt 
daraus bereits die Behauptung auf rein algebraischem Wege. Die detaillierte 
Durchffihrung dieses Vergleichs ist jedoch etwas verzwickt; deshalb sei hier 
noch ein 'schnelles' geometrisches Argument auf der Grundlage von 2.5 
angegeben: 
In der Ebene fiber dem betrachteten distributiven Quasik6rper sind 
wegen r o x = xr ffir r e ~ die Unterr/iume 
{(x, xr); xe  ~} 
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Ursprungsgeraden. Diese sind ersichtlich invariant unter der Kollineations- 
gruppe Y~ ~ Spin(3), so dal3 aus 2.5 sofort • = R folgt. [] 
3. EXKURS: 15BER DAS ABLEITEN VON FASTKORPERN 
In diesem Abschnitt soil ausgeffihrt werden, dab man die Ebenen fiber den 
Divisionsalgebren aus 2.6 auch durch Ableiten (im Sinne der 
Infinitesimalrechnung) aus den lokalkompakten zusammenh/ingenden 
Fastk6rpern von Kalscheuer-Tits gewinnen kann. Den Hinweis auf diesen 
Ableitungsprozess und die Anregung, die dabei entstehenden Geometrien zu 
bestimmen, verdanke ich T. Grundh6fer. 
3.1. Die lokalkompakten, zusammenh/ingenden topologischen Fastk6rper 
(d.h. Quasik6rper mit assoziativer Multiplikation) wurden von Kalscheuer 
[-14] und Tits [-25] sfimtlich explizit bestimmt. Echte Fastk6rper, die keine 
K6rper sind, treten dabei nur in Dimension 4 auf, d.h. ihre additive Gruppe 
ist ~4. Wie bei Tits 1-25] n~iher ausgeffihrt, l~13t sich dabei die additive 
Gruppe eines solchen Fastk6rpers F so mit H = ~4 identifizieren, dal3 f/Jr 
Elemente a vom Betrag [al = 1 und beliebige x die Multiplikation a* x im 
Fastk6rper gleich der Quaternionenmultiplikation a.x ist. Insbesondere ist 
dann 
Spin(3) = {a; lal = 1} 
eine Untergruppe auch yon F × 
Ffir beliebige Elemente a ist die 'Linksmultiplikation' 
jedenfalls eine lineare Abbildung, und wegen der Assoziativit/it der 
Multiplikation ist die stetige Abbildung 
2: F × ~ GL4(~): a - -  2 a 
ein Homomorphismus yon Liegruppen, also insbesondere differenzierbar. 
Unmittelbar aus den Quasik6rperaxiomen folgt, dab f/ir a ¢ 1 keiner der 
Automorphismen 2a Eigenwert 1 haben kann; insbesondere ist 2 ein 
Monomorphismus. 
3.2. Die abgeleitete Algebra eines Fastkdrpers 
Die Ableitung d2 = ~-,1 des Homomorphismus 2 im Neutralelement is ein 
Homomorphismus der Liealgebra SF  × in die Endomorphismenalgebra 
R(4) yon R 4 aufgefaBt als Liealgebra. Aus der zuletzt erw~ihnten Eigen- 
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schaft der 2, hinsichtlich Eigenwerten ergibt sich (mit Hilfe der 
Exponentialabbildung), dab ffir 0 # A e YF  × der Endomorphismus d2(A) 
hie 0 als Eigenwert hat (in [-14, S. 414/415] ist das detailliert ausgeffihrt). 
Insbesondere ist d2 injektiv, und das Bild yon d2 ist eine 4-dimensionale 
Lie-Unteralgebra 
~f  = d2(LgF ×) = LP(2(F×)) ~ R(4) 
mit 
(1) ~/UN{0} _~GL4(R), 
die invariant ist unter Konjugation mit den Transformationen 2,. Die zur 
Untergruppe Spin(3) geh6rige Lie-Unteralgebra wird unter d)o auf eine 
dreidimensionale Lie-Unteralgebra 
= d2(Z Spin(3)) = Z (2(Spin(3)) 
abgebildet, die noch invariant ist unter Konjugation mit den 
Transformationen aus 2(Spin(3)), also den 2 u ffir lal = 1. 
3.3. Die abgeleitete Geometrie ines FastkSrpers 
Eigenschaft 3.2(1) besagt im Einzelnen, dab ffir beliebiges xe ~4X{0} die 
Auswertungsabbildung 
---> R4: ~ ~ o~(x) 
ein linearer Isomorphismus i t. In R 4 x R 4 bilden daher die Unterr/iume 
L~= {(x, eg(x)); xeR 4} ffir coe~ 
(zusammen mit S = {0) x R 4) eine lineare Partition, d.h. das System der 
Ursprungsgeraden iner Translationsebene. Es wird sich zeigen, dab diese 
Translationsebene eine der in §2 koordinatisierten Ebenen ist, n~imlich 
isomorph zur Ebene fiber einer der Divisionsalgebren Qh,~ aus 2.6. In der 
Tat: 
Die zu Spin(3) isomorphe Gruppe Z der Transformationen 
a,: (x,y) ~ (ax, ay) = (2u(x), )~a(Y)) ffir ae  Spin(3) 
besteht aus Kollineationen der konstruierten Translationsebene, da a, die 
Gerade {(x, og(x)); xe ~a} abbildet in 
{(,)~a(X), ]~a((ZJ(X))); Xe  ~4} = {(X, ~aO)/tal(X)); X~ ~4}, 
und da mit co auch 2ue)2 j i zu ~ geh6rt. 
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Fiir e)e ~ ist die Transformation 
~o~: (x, y) ~ (x, co(x) + y) 
eine Scherung. In der Gruppe aller dieser Scherungen findet man anhand 
des dreidimensionalen Untervektorraums ~U = Lg ()~(Spin(3)) c_ ~ die zu 
R3 isomorphe Untergruppe 
N = {~; ~oe ~},  
die yon £ normalisiert wird, da a~-l%~a = "c- mit m'= ,~-1o)2, und da 
f= S(2(Spin(3)) invariant ist unter Konjugation mit den 2 a ffir 
a e Spin(3). 
Somit liegt in der durch Ableitung des Fastk6rpers gewonnenen Ebene 
die Situation des Koordinatisierungssatzes 2.3 vor. 
Zus/itzlich ist hier noch zu ber/icksichtigen, dab ein koordinatisierender 
Quasik6rper (bezfiglich W = ~4N {0} und S = {0}'~ R e als 
Koordinatenachsen) beidseitig distributiv ist. Dies kann man unmittelbar 
daran ablesen, dab die Menge der Linksmultiplikationen dieses 
Quasik6rpers additiv abgeschlossen ist (wegen der additiven 
Abgeschlossenheit des Unterraums ~ ___ R(4)). Man kann aber auch (was 
letztlich auf dasselbe hinausliuft) darauf hinweisen, dal offensichtlich die 
Gruppe der Scherungen ~ mit me W" transitiv auf der Menge der yon der 
Scherungsachse S verschiedenen Ursprungsgeraden wirkt, und dann den 
allgemeinen Sachverhalt benutzen, dab dies gleichwertig mit der behaup- 
teten Distributivit/it st ([1, Satz 4]). 
Insgesamt ist damit die abgeleitete Geometrie ines vierdimensionalen 
lokalkompakten Fastk6rpers nach 2.3 und 2.6 isomorph zur Ebene fiber 
einer der Divisionsalgebren Qh,~. 
Dies 1/iBt sich auch umkehren: 
3.4. Konstruktion der Fastkfirper zu den Divisionsalgebren Q.h,~ 
Wir betrachten beliebig eine der Divisionsalgebren Qh, a gem~il 2.6 und 2.1. 
Die Ursprungsgeraden in der Ebene /iber Qh,R haben die Gestalt 
{(x, pxh + xs); xe  H} 
(fiir p ~ P = Pu N, s e R). Wir wenden nun eine Koordinatentransformation 
der Form (x ,y)~,  (x,y.  ph-1) an, wobei der reelle Skalar O > 0 eigentlich 
unwesentlich ist und nur zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen so 
gew/ihlt wird, dab ph ~ 1 = 1 + i" ~ ffir geeignetes c~  R ist; wegen [hi = 1 und 
Re h = Re h- 1 > 0 ist das m6glich. Diese Koordinatentransformation ver- 
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mittelt einen Isomorphismus der Ebene fiber Qh,~ mit der Ebene, deren 
Ursprungsgeraden die Unterr/iume 
{(x, px + xs(1 + i'~)); xeH} _~ ~4 x R 4 
(pe P, SeR) sind. Die in der zweiten Koordinate auftretenden 
Endomorphismen 
C0p,s: R4~ R'~: x ~ px + xs(1 + i'c~) 
bilden dann eine Lie-Unteralgebra /4/yon R(4), wie man leicht verifiziert 
(man beachte, dal3 ffir reine Quaternionen p,p' auch pp' - p'p wieder eine 
reine Quaternion -n/imlich das Vektorprodukt p x p' in P = R 3 - ist). Did 
zusammenh/ingende analytische Untergruppe f~ von GL4(R), um deren 
Liealgebra es sich handelt, findet man dutch Integration, d.h. Anwendung 
der Exponentialfunktion. Als Bild der Exponentialfunktion erh/ilt man alle 
Automorphismen der Form 
x ~ a" x" 7(r) 
mit ae  Spin(3), 0 < re  R und 
(1) 7(r) = e~l +i~).lnr = r.ei~.lnr. 
Da {7(r); r > 0} eine Einparameteruntergruppe von 0q × ist, bildet die Menge 
dieser Automorphismen bereits eine abgeschlossene Untergruppe von 
GLg(R ), und dies ist die gesuchte Untergruppe ~, die zur Lie-Unteralgebra 
~K geh6rt. 
Wir suchen nun eine Fastk6rpermultiplikation * auf b~ = R 4, deren 
Linksmultiplikationen gerade die Automorphismen aus f~ sind. Der Ansatz 
mit 
b*x  = a 'x '7 ( r )  
b = b* l  = a'7(r) 
ffir geeignete ae Spin(3) und r > 0 liefert 
[bl = I~(r)] -- r; a - -  b'~(r) -1 -- b'7(lbl) -1 
Damit ergibt sich als Multiplikationsvorschrift 
b*x  = b'~( Ib l ) - l .x .7( Ib[) ,  
wobei ~ nach (1) bestimmt ist. Man kann nun unmittelbar verifizieren, dab 
diese Multiplikation die Fastk6rperaxiome erf/illt. Genau in dieser Form 
gibt Tits [25] die vierdimensionalen lokalkompakten FastkSrper an. 
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4. KOLLINEATIONSGRUPPEN 
Vorbereitend ffir die Untersuchung der Kollineationen in den in §2 be- 
trachteten Ebenen bestimmen wir ihren Kern: 
4.1. Sei Q=Qh,¢ einer der in 2.1 konstruierten Quasik&per. Die 
Muhiplikation in Q yon rechts mit einem Element c des Kerns yon Q ist die 
iibliche Quaternionenmuhiplikation: 
x o c = xc ffir alle x 6 Q = H. 
lnsgesamt bestehen fiir den Kern yon Q folgende M691ichkeiten: 
(i) Q ist genau dann selbst ein Kiirper (niimlich der Quaternionenk6rper), 
wenn 
h= l und O= R. 
(ii) Andernfalls ist der Kern yon Q genau dann isomorph zu C, wenn 
¢___ C = <1,i> 
oder wenn h = 1 ist und • in einem beliebigen zweidimensionalen, die 
1 enthahenden Untervektorraum yon Q = R 4 liegt. Auch im zweiten 
Fall kann bis auf Isomorphie O c_ (1,i> angenommen werden. Es 
ist dann 
Ker Q = C = (1, i). 
(iii) In allen anderen Fallen ist 
Ker Q = ~. 
Beweis. Wie in 1.3 schon erw~ihnt, kann man statt des Kerns die 
Streckungsgruppe G[o,L~] in der Ebene fiber Q bestimmen, also die Gruppe 
der Kollineationen, die alle Ursprungsgeraden invariant lassen; es handelt 
sich n/imlich dabei genau um die Transformationen 
(x, y) ~ (x o c, y o c) mit 0 # c e Ker Q. 
Nach 1.3 wird diese Streckungsgruppe z ntralisiert yon der Zusam- 
menhangskomponente Fo, also insbesondere yon der schon in 2.3 
ermittelten zusammenh~ingenden Kollineationsgruppe 
Z = {(x,y) --+ (ax, ay); ae Spin(3)}. 
Ffir ae  Spin(3) und ce Ker Q ist also 
aoc = (a" 1) oc = a'(1 oc) = ac, 
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und wegen R __ Ker Q gilt dies dann nicht nur ffir eine Quaternion a der 
Norm 1, sondern allgemein: 
xoc= xc f f i ra l lex•H,c•KerQ.  
Der Kern von Q besteht also aus den Elementen c, ffir die die 
Transformation 
(x, y) ~ (xc, yc) 
in der Ebene fiber Q alle Ursprungsgeraden i variant 15Bt. Die 
Ursprungsgeraden haben nun die Gestalt 
{(x, pxh + x f ) ;x•H} mit p•PuH,  f•~,  
und eine leichte Rechnung zeigt, dab die eben genannte Bedingung fol- 
gendes besagt: 
Der Kern yon Q besteht aus den Elementen c, die in der 
Quaternionenmultiplikation s wohl mit h ats auch mit allen Elementen yon 
kommutieren. 
Nun ben/itzen wir, dab im Quaternionenk6rper der Zentralisator einer 
nicht reellen Quaternion d der zweidimensionale Unterraum (1 ,d )= 
R + d" R ist. 
Ein yon R verschiedener Kern kommt demnach genau dann zustande, 
wenn sowohl h als auch • in demselben zweidimensionalen U terraum V 
mit 1 •Vliegen, und der Kern ist dann gleich V, es sei denn, dab sowohl 
als auch h sogar in R liegen. Im letzteren Fall ist dann wegen Ihl -- 1 und 
Reh > 0 aber h = 1, und angesichts der yon q~ geforderten 
Querschnittseigenschaft mug • ganz R ausffillen; also ist (~ = Q1,R der 
Quaternionenk6rper. 
Ist h ¢ 1, so folgt wegen h•C = (1, i), dab auch V = (1, h) = (1, i). 
Es bleibt noch zu zeigen, dab auch im Fall h=l ,  q )¢N bis auf 
Isomorphie V = (1, i) angenommen werden kann. In der Tat: Fiir festes 
b•H\{0} induziert die Konjugationsabbildung x ~ bxb-  ~ einen 
Isomorphismus von Q j,.  auf QI,,, mit ~' = b~b-1, wie man direkt nach- 
rechnet. Da alle reinen Quaternionen gleicher L/inge konjugiert sind ([18, 
10.22S. 180]), kann dabei b so gewghlt werden, dal3 bVb -1 = (1,i)  wird; 
dannist  q~' _~ ( l , i )  und also Ker QI.., = (1, i). [] 
Der folgende Satz klfirt nun, welche M6glichkeiten bei den betrachteten 
Ebenen ffir die Struktur der Kollineationsgruppe b stehen. 
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4.2. SATZ (fiber Kollineationsgruppen). Es sei eine Spin(3)-SO3(R)-Ebene 
mit groJ3en Scherungsgruppen gegeben, d.h. die Ebene fiber einem der 
Quasik6rper Qh,, aus 2.1. Sei F die Zusammenhangskomponente der Gruppe 
der stetigen affinen Kollineationen. 
Genau fiir 
h = 1 und • = R 
handelt es sich um die desarguessehe Ebene iiber dem Quaternionenk6rper. 
In allen anderen Fiillen ist der uneigentliehe Punkt s der zweiten 
Koordinatenachse S der einzige Fixpunkt yon F. In affinen quaternalen 
Koordinaten wie in §2 ist 
2 = {(x,y) ~ (ax, ay); ae Spin(3)} 
eine zu Spin(3) isomorphe Gruppe yon Kollineationen und 
N = {(x,y) ~ (x, pxh + y); pc Pu ~} ~ R3 
ein Normalteiler yon Fo, der aus Scherungen mit Achse S besteht. Beziiglich 
der Bahnen yon F auf der uneigentlichen Geraden Lo~ und der Dimension yon 
F bestehen folgende M6glichkeiten: 
(i) Alle N-Bahnen in Loo sind invariant unter F. Dann ist 
Fo = N'E'((;Eo,L~3) 1,
also 
d imF=14+d,  
wo 
1, falls Ker Qh,~ = R 
d -- dimn Ker Qh,, = 2, falls Ker Qh,. ~ C. 
(ii) Genau eine N-Bahn 3E in Lo~ \ {s} ist invariant unter F. Sie besteht aus 
genau den Punkten w' e L~\  {s},fiir die eine Kompressionsuntergruppe 
beziiglich w' und s (ira Sinne yon 1.4) existiert. Auf den beiden zu R 4 
hom6omorphen Zusammenhangskomponenten yon Loon (Y.u {s}) wirkt 
dann F transitiv, und es ist 
F o = N" 22" Y" (GEo,L,3) 1, 
mit einer Kompressionsuntergruppe Y zueinem Fixpunkt w' yon G in ~i., 
die im Zentralisator yon 22 gewiihh werden kann; somit ist 
d imF=15+d.  
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(iii) F i s t  transitiv auf L~N {s}. Der Zentralisator yon 2 in SF o enthdlt 
dann einen zu R isomorphen Normalteiler ®, der seharf transitiv auf 
der Menge der yon S verschiedenen Z-invarianten Ursprungsgeraden 
operiert. In dieser Situation sind zwei Fdlle nach der Gr6"fle der Gruppe 
l?Es,s ~ der Scherungen mit Achse S zu unterscheiden: 
(1) FEs,s I i s t  nicht transitiv auf L~\  {s}. Dann ist 
FEs,s ~ = N. 
In diesem Fall kann der Kern der Ebene nut isomorph zu ~ sein, 
und man hat 
F® = N-®'E -P ,  
w® P die Gruppe der Streekungen mit reellem positivem 
Streckungsfaktor ist, also 
dim F = 16. 
(2) Schon F~s,s J ist transitiv auf L~\  {s}, d.h. die betrachtete Ebene hat 
den Lenz-Typ V. Dann ist 
FEs,s ? = N" ®. 
In diesem Fall ist 91eichzeiti9 der Kern der Ebene isomorph zu C, 
und es ist 
G 1 F o = FEs,s ~" Z" Y" ( [o ,L~)  , 
wobei 
Y = {(x ,y )~(x ,  ry); 0 < re ~} 
die Gruppe der Achsenstreckungen in "senkrechter" Richtun9 mit 
reellem positivem Streckungsfaktor ist, also 
dim F = 18. 
Dieser Fall liegt 9enau dann vor, wenn 
h#l ,  d~=R. 
Die F/ille, ffir die dim F >~ 17 ist, werden in 4.4 noch genauer Hinweis. 
untersucht. 
Beweis. (a) Die Ebene ist genau dann desarguessch, wenn der 
Koordinatenbereich ein K6rper  ist; dab dies genau f/ir h = 1 und @ = ~ der 
Fall ist, wurde in 4.1 gezeigt. 
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(b) DaB die angegebenen Gruppen E und N Kollineationsgruppen der 
angegebenen Art sind, wurde bereits in der Analyse dieser Ebenen in 2.3 
festgestellt. 
F/ir die weiteren Aussagen fiber die Kollineationsgruppen ist die 
Hauptarbeit schon bei dem allgemeinen Struktursatz [13, 2.3] geleistet 
worden, yon dem diese Aussagen in grogen Zfigen fibernommen werden 
k6nnen. Im Fall (iii) kann man jedoch f/Jr die hier behandelte spezielle 
Ebenenklasse die Behauptung noch pr/izisieren, was nunmehr ausgeffihrt 
werden soll. 
(c) Im weiteren sei also stets Fall (iii) zugrundegelegt, d.h. F sei transitiv 
auf L~N{s}. Der allgemeine Struktursatz besagt ffir diesen Fall folgendes: 
(cl) Die Zusammenhangskomponente Z des Zentralisators yon Z in SFo 
ist isomorph zu R oder L 2 und enth/ilt einen zu R isomorphen Normalteiler 
®, der scharf transitiv auf der Menge der N-Bahnen in Loon {s} operiert. Ist 
Z --- L2, so ist die Scherungsgruppe FEs, s J transitiv auf Loon {s}. Insgesamt ist 
(1) F® = N'Z'E'(GEo,L~I) . 
Die Aussage fiber die Wirkung yon ® kann man noch anders aus- 
drficken. Da E yon ® zentralisiert wird, permutiert O die Menge der E- 
invarianten Ursprungsgeraden ¢ S; und da diese den Fixpunkten yon E in 
LooN{s} entsprechen und E auf jeder N-Bahn in L~o genau einen Fixpunkt 
hat ([13,2.2]), wirkt O also auf der Menge der Z-invarianten 
Ursprungsgeraden ¢ S wie auf der Menge dieser N-Bahnen scharf transitiv. 
Die angekfindigte Prfizisierung speziell f/ir Spin(3)-SO3(E)-Ebenen be- 
steht nun im wesentlichen i der folgenden Aussage: 
(c2) In der in (el) geschilderten Situation ist der Kern der Ebene genau 
dann isomorph zu C, wenn die Scherungsgruppe FEs,S 3transitiv auf L~N {s} ist, 
und es liegt dann Fall (iii(2)) der Behauptung vor. 
Beweis. Ist der Kern der Ebene isomorph zu C, so hat die affine Ebene 
eine C-lineare Struktur derart, dab F® aus C-linearen Transformationen 
besteht (siehe 1.3). S 1/il3t sich mithin als C-Vektorraum so mit C 2 identi- 
fizieren, daft E auf S als die Gruppe SU2(C) operiert. Die E zentralisierende 
Gruppe O induziert dann auf S eine Untergruppe des Zentralisators yon 
SU2(C) in GL2(C), wirkt also identisch auf S oder induziert eine Gruppe 
yon (komplexen) skalaren Streckungen. Durch Modifikation mit ent- 
sprechenden Streckungen der ganzen Ebene aus C, Eo,L~3 erh/ilt man aus ® 
somit eine zu N komplement/ire Einparameteruntergruppe ® yon F o, die 
identisch auf S wirkt, d.h. aus axialen Kollineationen mit Achse S besteht. 
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Auf L~N {s} wirkt dabei ~) wie ®, also ohne Fixpunkte, und besteht daher 
genauer aus Scherungen. Insbesondere haben die Elemente von 
Determinante 1 fiber dem Kern C, und da dasselbe wegen ® _c SFo auch ffir 
® gilt, konnten beim f3bergang von® zu O in Wirklichkeit keine modifi- 
zierenden Streckungen auftreten, so daft also ® selbst eine zu N komple- 
ment/ire Gruppe von Scherungen ist. Insgesamt haben wir damit die vierdi- 
mensionale Scherungsgruppe N'®,  die auf L~\  {s} transitiv ist und folglich 
sfimtliche Scherungen mit Achse S schon umfal3t: 
(2) FE~,s ~ = N" O. 
Damit ist gezeigt, dab die Ebene den Lenz-Typ V hat. Nach [1, Satz 4] ist 
dies gleichbedeutend damit, dab der koordinatisierende Quasik6rper Qh,~ 
beidseitig distributiv ist; nach 2.6 ist dies genau f/it q~ = ~ der Fall. 
Umgekehrt 1/igt sich aus (I) = R unmittelbar nach 4.1 zurfickschliel3en, dab 
der Kern der Ebene isomorph zu C ist. 
In der damit beschriebenen Situation enth/ilt die Zusammenhangs- 
komponente Z des Zentralisators von Z in SFo neben ® noch die aus 
Produkten von Achsenstreckungen mit reellen Faktoren bestehende Einpara- 
meteruntergruppe 
= {(x,y) ~(r-*x ,  ry); 0 < re ~}, 
da der Koordinatenbereich eine reelle Divisionsalgebra ist. Wie in (cl) 
zitiert, ist Z h6chstens zweidimensional, insgesamt also Z = ®'Y. Zur 
Bestimmung yon F® beachten wir nun noch, dab die Einparametergruppe 
Y = ry); 0 < 
yon Achsenstreckungen mit (G~o,L~) 1 angesichts der darin enthaltenen 
reellen Streckungen dieselbe Untergruppe rzeugt wie ~/. Insgesamt ist also 
nach (1) und (2) F o = N'Z'E'(GEo,Looy = N'®-~'/'E'(Gro,L~j) t = 
N" ® .Z" Y" ( G to, Lod)1 = F~s, sa" Z. Y" ( G Eo, L~l) 1, wie in (iii (2)) angegeben. 
(c3) Der verbleibende Fall, mit zu ~ isomorphem Kern, liegt nach (c2) 
genau dann vor, wenn die Scherungsgruppe F~,s ~ nicht transitiv auf 
LooN{s} wirkt. Wie in (cl) referiert, ist dann Z=® und also 
F® = N" ®'E'(G~o,L~) 1, wobei die Zusammenhangskomponente (~3~o,L~)  
bei dem zu ~ isomorphen Kern aus den skalaren Streckungen mit reellem 
positivem Streckungsfaktor besteht. Somit liegt Situation (iii(1)) vor. 
Die Dimension von F ergibt sich dann jeweils aus der Beschreibung von 
F o unter Beri.icksichtigung der 8-dimensionalen Translationsgruppe. [] 
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4.3. BEMERKUNGEN. Man kann genau bestimmen, wann die in 4.2 
beschriebenen Situationen jeweils eintreten. Hier sei lediglich das Ergebnis 
in Umrissen skizziert: 
Fa l l  (iii(2)) liegt genau ffir 
vor, wie schon in 4.2 ausgeffihrt. 
Fa l l  (iii(1)) tritt genau dann ein, wenn • die Gestalt 
= {( f l ( t ) 'm ' f l ( t )  -1  - m + tq ) 'h ;  t¢  R} 
hat; dabei st 
fl: R ~ Spin(3) c ~ ×: t ~ [3( 0 
ein nichttrivialer Homomorphismus der additiven Gruppe R in die multipli- 
kative Gruppe der Quaternionen der Norm 1, 
m ¢ Pu H\  {0} 
eine reine Quaternion, die senkrecht auf dem yon der Einparametergruppe 
fl(R) aufgespannten zweidimensionalen R-Untervektorraum (fl(R)) m H 
steht, und 
q = h -1 - f l ( l ) - lmf l (1 )  + m. 
Fa l l  (ii) ergibt sich, wenn ¢0die folgende Form hat: 
wobei 
~+_ = { f  + ¢f l ( tXf+_ - f )h - l f l ( t ) -Xh ;  te  R} u {f} 
ffir Quaternionen f, f+, f_ mit 
Ref_h -1 < ReJh -1 < Ref+h -1 
und einen Homomorphismus 
fl: R --* Spin(3), 
welche noch gewissen Bedingungen genfigen mfissen, die im wesentlichen 
garantieren, dab 0 und 1 zu • geh6ren. Diese Bedingungen sollen hier nicht 
im einzelnen ausgefiihrt werden. 
Lediglich ffir den Spezialfall, dab in dieser Situation der Kern der Ebene 
isomorph zu C ist, werden anschliel3end (in 4.4) genaue Ausffihrungen 
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gemacht, da sich dann eine besonders grol3e Kollineationsgruppe ergibt. (In 
diesem Spezialfall wird sich die Beschreibung von q) vereinfachen zu 
linearen Ausdr/icken der Form 
qb+_ = {f  + r'(f+ -- f); r ~ 0} w {f}, 
wobei f, f+, f_ e ( 1, i); diese Vereinfachung kommt dadurch zustande, dab 
in diesem Spezialfall die //(t) mit f, f+, f_ und h kommutieren. Aul3erdem 
kann man bis auf Ebenenisomorphie dann noch auf f = 0, f+ = 1 und 
f_ = g mit 9 e C = ( 1, i), I gl = 1 normieren.) 
Hier kam es zun/ichst einmal darauf an aufzuzeigen, dab nur bei 
Querschnitten q) von ganz spezjeller Gestalt Fall (ii) oder Fall (iii) auftritt. 
Zu Fall (i): Jedenfalls wird deutlich, daft die 'allermeisten' Querschnitte q), 
die f/ir die Konstruktion eines QuasikSrpers Qh,. nach 2.1 in Frage kom- 
men, nicht eine solche spezielle Gestalt haben. Auch der Fall (i) kommt also 
tats/ichlich vor. [] 
Nunmehr stellen wir im Anschlul3 an Satz 4.2 diejenigen Ebenen, die 
besonders grol3e Kollineationsgruppe haben, eigens heraus und behandeln 
sie noch etwas genauer: 
4.4. SATZ (GroBe Kollineationsgruppen). (A) Die Spin(3)-SO3(R)-Ebenen 
mit 9roJ3en Scherungsgruppen, die eine mindestens 17-dimensionale 
Kollineationsgruppe haben, sind bis auf Isomorphie genau die Ebenen fiber 
den Quasik6rpen Qh,¢ aus 2.1, fiir die • die folgende spezielle Gestalt hat: 
• = @(g,h)= {r' l ; r  >~O}w{rg;r >~0}, 
(also linear in zwei Stiicken ist); dabei ist entsprechend 2.1 
also 
ferner ist 
heC, ]h i= l ,  Reh>0,  Imh>~O, 
7~ 
h =e ~ mit 0 - .<6<-  
2' 
geC,  ]gl = 1, Regh -1 < 0, 
und bis auf Isomorphie kann g noch normiert werden zu 
g = e i~ mit n ~< ? ~< n + 26. 
Die Muhiplikation dieser Quasik6rper la'flt sich folgendermaJ3en a geben: 
a o x = (a - (p(a))" h- lxh + x" ~o(a) 
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mit (Reah-1). 
\ i~eh 1, 
q0(a) = /Re ah - 1,~ 
;/-Wg, 
falls Re ah- ~ >1 0 
falls Re ah- ~ < O. 
(B) Genau fiir h = 1 und g = -1  erhiilt man eine desarguessche Ebene, 
niimlich die Quaternionenebene. 
(C) Eine Ebene yore Lenz-Typ V ergibt sich genau fiir h # 1 und g = -1 ,  
also • = R. Die Zusammenhangskomponente F o der Gruppe der stetigen 
Kollineationen, die den Ursprung festlassen, besteht dann aus den 
Tr ansf ormationen 
(x, y) ~ (axc, ra(pxh + tx + y)c) 
mit 
aeSpin(3); 0¢c~C=(1 ,  i); p~PuH; r>0;  teR  
(in den dem Koordinatenbereieh zugrundeliegenden quaternalen Koordinaten 
der affinen Ebene). Unter Beriicksichtigung der Translationsgruppe ergibt sich 
insbesondere, daft die volle Kollineationsgruppe 18-dimensional ist. 
(D) In den anderen Fiillen ist die volle Kollineationsgruppe 9enau 17- 
dimensional. F o ist die Gruppe der Transformationen 
(x, y) ~ (axc, ra(pxh + y)c) 
mit 
aeSpin(3); 0#ceC=(1 ,  i); pePuH;  r>0.  
Zusiitze. 
(1) Man kann zeigen, dag alle Kollineationen der betrachteten Ebenen 
stetig sind, und man kann alle Kollineationen (nicht nur die Elemente 
der Zusammenhangskomponente) bestimmen. 
Bei den Ebenen vom Lenz-Typ V, also mit 
g=- l ,  
wird die volle Kollineationsgruppe erzeugt yon Fo, den Translationen und 
zus/itzlich der Geradenspiegelung (x, y) ~ (x, - y). 
In den anderen F/illen wird die Kollineationsgruppe fast immer erzeugt 
yon Found den Transiationen. Lediglich noch im Fall 
g = _h  2 
treten zus/itzliche Kollineationen auf; die volle Kollineationsgruppe wird 
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dann erzeugt yon Fo, den Translationen und einer Kollineation der 
Ordnung 4, n/imlich 
(x, y) ~ (xj, yjh- 2), 
deren Quadrat die Punktspiegelung am Ursprung ist. 
Bemerkenswerterweise ist also genau f/ir die 'Grenzf/ille' g =-  1 und 
g =-h  2 des Parameterbereichs (siehe Figurl) die volle Kollineations- 
gruppe nicht zusammenhgngend. 
(2) Es 1/iBt sich zeigen, dab bei den angegebenen Normierungen f/ir 
verschiedene Werte der Parameter g, h die entstehenden Ebenen paarweise 
nicht isomorph sind. 
Die Argumente f/ir diese Zusfitze werden im Beweis nur skizziert werden. 
Hinweise. 
(1) Auf die Divisionsalgebren, die hier mit h # 1 und g = - 1 entstehen, 
und ihren Zusammenhang mit den Divisionsalgebren aus [5, §5] wird in §5, 
insbesondere 5.3, n/iher eingegangen. 
(2) Es wird sich herausstellen, dab die Ebenen aus (D), also mit g # -1,  
die einzigen echten Translationsebenen (nicht fiber beidseitig distributiven 
oder assoziativen Quasik6rpern) sind, die eine Kollineationsgruppe der 
Dimension >/17 aufweisen (§6, Klassifikationssatz). 
Beweis. (a) Nach dem Satz 4.2 fiber Kollineationsgruppen tritt in einer 
Ebene der betrachteten Art (koordinatisiert fiber einem der Quasik6rper 
Qh,. aus 2.1) eine mindestens 17-dimensionale Kollineationsgruppe nur in 
den F~illen (ii) und (iii(2)) yon 4.2 auf, d.h. in folgenden Situationen: 
-1 
_h2 
h 
Figur 1. 
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Situation 1. Die Ebene hat Lenz-Typ V; dies ist genau der Fall ffir h ~ 1 
und • = R, in der hier angegebenen Beschreibung also mit g = -1 .  
Situation 2. Genau eine N-Bahn in Loon {s} ist invariant unter F. Eine 17- 
dimensionale Kollineationsgruppe erreicht man nach 4.2(ii) dabei nur dutch 
die zusfitzliche Annahme, dab der Kern der Ebene isomorph zu C ist. Die 
Ebenen, in denen diese Situation vorliegt, mfissen jetzt noch genau be- 
stimmt werden. 
Aufgrund des Koordinatisierungssatzes 2.3 k6nnen wir annehmen, dab 
der uneigentliche Punkt w der ersten Koordinatenachse W in der F- 
invarianten N-Bahn auf Loon {s} liegt und dab w der (einzige) Fixpunkt yon 
E in dieser N-Bahn ist. Sei Qh,, der koordinatisierende Quasik6rper f/ir ein 
solches Bezugssystem. Da der Kern der Ebene isomorph zu C sein soll, 
kann man nach 4.1 o.B.d.A. 
o_~c=(1,i)  
annehmen; dann ist KerQh, ,= (1, i). Nach 1.3 ist damit die Gruppe 
13Lo, L~l der Streckungen Vom Ursprung aus bestimmt: 
/3 [o,L®? = {(x, y) ~ (xc, yc); c e ( 1, i)N {0} }. 
Die Fallbeschreibung 4.2(ii) besagt nun, dab in der Kollineationsgruppe 
eine die Koordinatenachsen festlassende sog. Kompressionsuntergruppe 
Y ~ R existiert. Diese kann zudem so gew/ihlt werden, dab sie die Gruppe 
E = {(x,y) ~ (ax, ay); ae Spin(3)} 
zentralisiert, auBerdem zentralisiert sie als Untergruppe der 
Zusammenhangskomponente F o die Streckungsgruppe 13~o,c~? (1.4). Damit 
ist Y eine Einparameteruntergruppe der Form 
{(x,y) ~ (x'b(t),y'd(t)); te R} 
mit b(t), c(t)~ C × = (1, i ) \{0}, und modulo der Gruppe der Streckungen 
k6nnen wir b(t) = 1 annehmen, ohne die Wirkung yon Y auf Loo zu/indern. 
Wfi.re die Untergruppe {d(t);te N} der multiplikativen Gruppe C × kom- 
pakt, so h/itte Y in Loo lauter kompakte Bahnen, im Widerspruch zum 
Begriff einer Kompressionsuntergruppe. Also k6nnen wir Y in der Form 
{(x,y) ~ (x,y'et'c(t)); t~ R} 
schreiben, wobei t ~ c(t): N ~ C × ein Homomorphismus mit Ic(t)l = 1 ffir 
alle t ist. Wir betrachten un noch die dreidimensionale Scherungsgruppe 
N; da sie ein Normalteiler von F o ist (siehe 4.2), ist insbesondere die N-Bahn 
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von Winvariant unter Y. Diese besteht aus den Geraden {(x, pxh);xe ~} 
mit pc Pu b~; zu pc Pu H existiert also ein p'~ Pu H mit p'xh = e~'pxh'c(t) 
f/Jr alle x~ H. Unter Berficksichtigung von [c(t)J = 1 folgt hieraus c(t) = +_ 1, 
und aus Zusammenhangsgrfinden c(t) = 1. Insgesamt ist also 
Y = { (x, y) ~ (x, ry); r > 0}. 
Da 2; von Y zentralisiert wird, permutiert Y das System der Z-invarianten 
Ursprungsgeraden {(x, xf);  xs b0} mit fe  ~ (siehe 2.5), d.h. aus fe  • folgt 
r f~  f/it alle r > 0. Insbesondere ist wegen 1Eq~ und 0eq) 
{r.1;r>~0}~qS. 
Aufgrund seiner Querschnittseigenschaften in Bezug auf das System der 
Nebenklassen von (PuH).h enthglt q5 aulerdem ein Element g mit 
Regh -1 < 0 und Jgl = 1; damit ist dann auch 
{r'g;r >~0} ~ q~. 
Die Vereinigung der damit gefundenen beiden Teilmengen von•  ist zu 
hom6omorph und abgeschlossen, also ffillen sie q~ schon ganz aus. 
Damit ist gezeigt, dal q) die behauptete Gestalt hat, wobei allerdings 
noch begrfindet werden mul, warum 9 auf die angegebenen Werte normiert 
werden kann. Die Kollineationsgruppen waren schon in 4.2 bestimmt 
worden, und sind hier nur nochmals konkret ausgeschrieben. 
Nun zur endg/iltigen Normierung der Parameterwerte. 
(b) Entsprechend den allgemeinen Voraussetzungen a h (siehe 2.1) ist 
h=e io mi t0~<3<- '  
2' 
ferner bedeutet Re gh - 1 < 0, dab 
3z 
g=e '~ mit ~-+~<7<~-+~ 
ist. Zunichst betrachten wir noch die Ebenen zu allen diesen 
Parameterwerten, stellen dann aber zwischen gewissen dieser Ebenen 
spezielle Isomorphismen her, um schliel31ich einen eingeschrinkten 
Parameterbereich zu finden, der f/Jr jeden Isomorphietyp genau eine Ebene 
beinhaltet. 
Man k6nnte sogar einen vollstindigen Uberblick fiber simtliche 
lsomorphismen zwischen solchen Ebenen gewinnen. Das soll nicht in allen 
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Details ausgeffihrt werden; eine Skizze wird jedoch einerseits illustrieren, 
wie man die angekfindigten speziellen Isomorphismen findet, und anderer- 
seits eine Beweisskizze ffir die Zus/itze zu Satz 4.4 abgeben. 
Angenommen also, man habe einen Isomorphismus zwischen zwei sol- 
chen Ebenen mit den Parametern g,h und g',h' und zugeh6rigen 
Querschnitten • = ~(g, h) und O' = O(g', h'). Aufgrund der Informationen, 
die man nach 4.2 ffir beide Ebenen fiber die Bahnen yon F in L~ und fiber 
die besondere Stellung der 3-dimensionalen Scherungsgruppe N - R3 sowie 
der zu Spin(3) isomorphen Kollineationsgruppe Z hat, kann der gegebene 
Isomorphismus mit Hilfe bekannter Kollineationen so modifiziert werden, 
dab er die Koordinatenachsen respektiert und/iquivariant ist bez/iglich der 
Wirkung von N und Z. Da Z-~ Spin(3) nur innere Automorphismen 
besitzt, 1/iBt sich der Isomorphismus welter durch Elemente yon Z noch so 
modifizieren, dab er die Wirkung yon 2 zentralisiert. Ein solcher 
Isomorphismus ~ hat dann die Form 
O: (x, y) ~ (xb, yd). 
Nun ist O auch/iquivariant bezfiglich der Gruppe 
{(x,y) -(xc, yc); ce < l , /5 \{0}},  
da diese in beiden Ebenen die Gruppe GEo,coo ? der zentrischen Streckungen 
vom Ursprung aus darstellt. Folglich sind entweder b; d e C = (1, i) oder 
b,d~( j ,k )  = R.j + R'k. Dutch Modifikation mit Kollineationen aus 
GEo, C~? und aus der oben hergeleiteten Kompressionsuntergruppe Y g winnt 
man im ersten Fall einen Isomorphismus der Form 
01: (x, Y) ~ (x, yc) mit ceC, Ic[=l, 
im zweiten Fall einen Isomorphismus der Form 
~2:(x,y)~(xj ,  yjc) mit c~C, Icl = 1. 
Die nachstehende Tabelle I gibt an, wie Isomorphismen dieser Gestalt die 
Ursprungsgeraden 
E = {(x, x); xe H} der Steigung 1 
Lg = {(x, xg); x ~ ~} der Steigung  
abbilden. 
F fir den Vergleieh mit der Gestalt der Ursprungsgeraden in der Bildebene 
(zu den Parametern g', h') sind verschiedene Fallkombinationen denkbar, 
die dann jeweils zusfitzliche Informationen liefern werden. Da die be- 
trachteten Isomorphismen die Wirkung yon Z zentralisieren, ffihren 
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TABELLE I 
Bild von (x, x) (x, xg) 
auf Gerade 
1 g der Steigung 
unter 01 (x, xc) (x, xgc) 
auf Gerade 
c gc 
der Steigung 
(xj, xgjc) 
unter 02 (xj, xjc) = (xj, xjOc) 
auf Gerade 
c Oc 
der Steigung 
sie die Z-invarianten Ursprungsgeraden E und L o in E-invariante 
Ursprungsgeraden der Bildebene fiber, also in Geraden der Form 
{(x, xf'); x e ~} mi t f 'e  ~'. In der Bildebene gibt es nun genau zwei Geraden 
mit einer Steigung aus O' vom Betrag 1, n/imlich die Geraden der Steigung 
1 und g', und nach der Tabelle I mfissen das die Bildgeraden von E und L o 
sein. Falls E auf die Gerade der Steigung 1 abgebildet wird, ist c = 1; dieser 
Fall ist uninteressant. Es mfissen also noch die folgenden Situationen 
betrachtet werden: 
Situation 1. Unter einem Isomorphismus der Gestalt ~1 geht E in L o , iiber. 
Tabelle I lehrt dann g' = c, gc = 1, also 
(1.1) g' = O = c. 
Wir benutzen ferner, dab ~1 /iquivariant bezfiglich der Wirkung der 3- 
dimensionalen Scherungsgruppe N in beiden Ebenen sein soll. Die Gerade 
{(x, ixh); xe H} der Steigung ih geht aus der Koordinatenachse W durch 
Anwendung einer Scherung aus N hervor; ihr Bild unter ~,  also 
{(x, ixhc);xE H} muff sich somit in der Bildebene wiederum mittels eines 
geeigneten Elements von N aus W ergeben und sich also nach der 
Beschreibung aus 4.2 ffir N auch in der Form {(x, pxh') ;xe H} mit geeig- 
netem p e Pu H schreiben lassen. Der Vergleich zeigt hc = +_h' (man be- 
achte, dab lauter komplexe Zahlen vom Betrag 1 im Spiel sind), und wegen 
(1.1) also h '= +Oh. Zur Entscheidung fiber das Vorzeichen beachte man, 
daB nach (1.1) und nach Voraussetzung Re •h = Re gh = Re gh-1 < 0 und 
Re h' > 0; also ist 
(1.2) h' = -Oh. 
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Ebenfalls nach den allgemeinen Voraussetzungen muB Im h' >~ 0 sein; nach 
(1.2) folgt daraus f/jr die Winkel 7 und 6 yon g und h die zusfitzliche 
Bedingung 7 ~< n + 6, so dab insgesamt (mit den bereits angegebenen 
Schranken f/jr den Parameterbereich) 
7g 
(1.3) ~ + 6 < ~ -< n + 6 
sein muB. 
Nur f/jr diesen Gfiltigkeitsbereich kommt ein Isomorphismus der be- 
trachteten Art in Frage. Umgekehrt verifiziert man, dab dann tats~ichlich 
die nach (1.1) und (1.2) bestimmten Parameter g', h' alle Bedingungen 
erf/jllen und dab die Abbildung ffl (mit c=O gem~il3 (1.1)) ein 
Isomorphismus der zu den Parametern g, h einerseits und g', h' andererseits 
geh6rigen Ebenen ist. 
Situation 2. Unter einem Isomorphismus der Gestalt ~2 geht E in Lg, iiber. 
Durch ganz entsprechende Schlfisse wie in Situation 1 erMlt man dann 
(2.1) g' = g = c 
(2.2) h' = -g/7 
und als G/jltigkeitsbereich 
3n 
n + ~---< 7 <-~- + 6. 
F/jr die G/jltigkeitsbereiche yon Ol und Oz siehe Fig. 2. 
Man verifiziert nun leicht die Angaben der folgenden Tabelle II fiber die 
Beziehungen der Winkel 7' und 6' yon g' und h' bei Anwendung der 
h 
¢, 
Figur 2. 
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TABELLE I I  
bei Anwendung von 
~2+6<y<x 7 '~x  
x<7<x+6 y '<n 
x+6<y<g+2~ 
7=~+26 
x+26<~<3~+6 
n + 23' < 7' < 3n/2 + 3' 
7'= rc + 26' 
rc + 6' < y' < n + 26' 
Isomorphismen I//1 bzw. Oa je nach Lage der Winkel 7 und 6 yon g und h. 
Sie zeigt insbesondere, dal3 man bis auf Anwendung des Isomorphismus ~ 
o.B.d.A. 7 >~ n annehmen kann. Ffir 7 ~< n + 26 ist man dann schon im 
Normierungsbereich, der in der Behauptung angegeben ist; andernfalls 
kann man durch Anwendung von ~2 zu Parametern g', h' mit 
7'e [n,n + 26'] fibergehen. Zwischen den Ebenen, die zu dem durch 
7 s In, n + 26] beschriebenen Normierungsbereich geh6ren, kommen keine 
weiteren Isomorphien vor, da jeder der beiden Isomorphismen 01 und 02, 
sofern fiberhaupt anwendbar, aus dem Bereich herausffihrt. Dies begrfindet 
auch den Zusatz 2. 
Die Bestimmung aller Kollineationen (Zusatz 1) kann hier ebenfalls 
angeschlossen werden; die vorstehenden 1Jberlegungen zeigen, dab modulo 
der Translationen und der Kollineationen aus Fo jede Kollineation sich zu 
einer Kollineation der Gestalt tp 1 oder Oa modifizieren l~il3t, wobei jetzt 
natfirlich nur der Spezialfall identischer Ebenen, also 
(3) h' = h, 9' = 9 
interessiert. Ffir eine KoUineation vom Typ ~1 erh~ilt man nach (1.1), dal3 
9 = ~ reell, also c = 9 = -1  ist; dann ist die Ebene vom Lenz-Typ V, und 
~1 ist die Spiegelung (x, y) ~ (x, -y).  Aus dem Auftreten einer Kollineation 
vom Typ ~2 folgt nach (2.2) und (3), dab h = -g/~, also g = -h  e ist, und 
nach (2.1)ist Oz dann die angegebene Kollineation (x ,y)~ (xj, y jh -2 ) .  [] 
5. EXKU.RS:EBENENVOM LENZ-TYPVMITGROSSER 
KOLLINEATIONSGRUPPE 
5.1. An dieser Stelle bietet es sich an, erneut einen Blick auf die in [5] 
durchgeffihrte Klassifikation der achtdimensionalen lokalkompakten 
Ebenen vom Lenz-Typ V mit mindestens 17-dimensionaler 
Kollineationsgruppe zu werfen. Teile dieser Klassifikation lassen sich hier 
n/imlich natfirlicher einordnen, als das damals m6glich war. 
330 HERMANN HA_HL 
Die achtdimensionalen lokalkompakten Ebenen vom Lenz-Typ V lassen 
sich koordinatisieren fiber vierdimensionalen reellen (nicht notwendig asso- 
ziativen) Divisionsalgebren. In [5,§4] ist ausgeffihrt, dab die Kolli- 
neationsgruppe einer solchen Ebene genau dann mindestens 17-dimen- 
sional ist, wenn sie eine kompakte, zusammenhfingende, die Koordi- 
natenachsen fixierende Untergruppe I2der folgenden Art enth/ilt: 
Fall (a) E -~ Spin(3) 
Fall (b) E -  SO3(R) 
Fall (c) 12 ist ein 2-Torus, und der Kern der Ebene ist isomorph zu C. 
Die F~ille (b) und (c) wurden in [41 und [5, §6] studiert. Hier geht es um eine 
alternative Behandlung des Falls (a), der in [5, §5] etwas gewaltsam mit 
einem analytischen Ansatz gel6st wurde. Es wird sich zeigen, dal3 Fall (a) 
genau die Ebenen fiber den Divisionsalgebren Qh,~ aus 2.6, also die in Satz 
4.4(C) besprochenen Ebenen, sowie die dazu dualen Ebenen und deren 
transponierte Ebenen beinhaltet. 
5.2. Im folgenden sei also E ~ Spin(3). Auf den beiden Koordinatenachsen 
Wund S und auf der uneigentlichen Geraden L® wirkt 12 entweder effektiv 
oder als Zentrumsfaktorgruppe SO3(R) (wenn die zentrale Involution i die 
betreffende Gerade als Achse hat) oder abet trivial. 
Wirkt E auf einer dieser Geraden trivial, so ist ~ eine Gruppe yon 
Achsenstreckungen. Der Nukleus der koordinatisierenden Divisionsalgebra 
D = R4, der die Gruppe von Streckungen zu dieser Achse beschreibt 
[4,2.6], enth/ilt in seiner multiplikativen Gruppe somit eine zu Spin(3) 
isomorphe Untergruppe, und ist dann aus Dimensionsgrfinden schon ganz 
D, da es sich um einen Unterk6rper handelt. Also ist D ein K6rper (der 
Quaternionenk6rper), und die Ebene ist die klassische Quaternionenebene. 
Ab jetzt setzen wir voraus, dal3 12 nichttrivial auf W, S und Loo wirkt. Wit 
zeigen, daf3 die zentrale Involution ~ eine Spiegelung an einer dieser 
Geraden ist: 
Ist z nicht die Spiegelung an W oder S, so wirkt 2 effektiv auf diesen 
Geraden. Da die Wirkung N-linear ist, und da es bis auf ~quivalenz nur 
eine Darstellung von Spin(3) auf R 4 gibt, induziert dann z auf Wund S die 
Abbildung x ~-x .  In der affinen Ebene ist i somit die Spiegelung am 
Ursprung, deren Achse die uneigentliche Gerade Loo ist. 
Auf der Achse von z wirkt Z dann als die Zentrumsfaktorgruppe 2/{1, t} 
SO3(R), auf den anderen beiden Geraden effektiv (denn {1, t} ist der 
einzige nichttriviale Normalteiler yon Spin(3), und eine Spiegelung kann 
nicht zwei Geraden punktweise f stlassen). Es sind somit die folgenden F/ille 
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zu betrachten: 
Fall 1. 
Fall 2. 
Fall 3. 
Z - Spin(3) wirkt effektiv auf Wund S; 
t hat L~ als Achse, und Y~[L~ ~ SO3(R). 
Z ~ Spin(3) wirkt effektiv auf Wund L~o; 
z hat S als Achse, und ZIS ---- SO3(~). 
Z -- Spin(3) wirkt effektiv auf S und L~; 
i hat Wals Achse, und 21W -~ SO3(R). 
Wir werden sehen, dab Fall 1 genau die Ebenen fiber den Divisions- 
algebren Qh,~ aus 2.6 beinhaltet. Die beiden anderen F/ille werden darauf 
zur/ickgef/ihrt: Fall 2 durch Transposition auf Fall 3, und Fall 3 durch 
Dualisierung auf Fall 1. 
5.3. Zu Fall 1. Hier handelt es 
mit groBen Scherungsgruppen, 
S sogar transitiv auf L~NS~ 
betrachten). Die nach dem 
sich genau um die Spin(3)-SO3(R)-Ebenen 
in denen die Scherungsgruppe zur Achse 
L~o ist (da wir Ebenen vom Lenz-Typ V 
Koordinatisierungssatz 2.3 gewonnenen 
Koordinatenbereiche sind also beidseitig distributiv [1, Satz 4], und mit 2.6 
erh~ilt man genau die Ebenen fiber den Divisionsalgebren Qh,~- Dies ent- 
spricht Fall (iii(2)) yon Satz 4.2 und Fall (C) von Satz 4.4 (mit 9 = -1), wo 
auch die volle Kollineationsgruppe dieser Ebenen angegeben ist. Es sei 
darauf hingewiesen, dab (schon nach 4.1) der Kern dieser Ebenen isomorph 
zu C ist. 
5.4. Fall 2 wird durch die Technik der Transposition [2] auf Fall 3 
zurfickgeffihrt. 
Wir betrachten eine Ebene zu Fall 2 und die zugeh6rige transponierte 
Ebene. Nach Proposition 2 von [2] induziert Z eine isomorphe 
Kollineationsgruppe Z* der transponierten Ebene. Den Ausf/ihrungen zu 
Proposition 3in [-2] kann man ferner folgendes entnehmen: Die Gruppe der 
Scherungen tier transponierten Ebene mit der Polaren S o von S als Achse 
ist als Transformationsgruppe der uneigentlichen Geraden isomorph zur 
Gruppe der Scherungen der ursprfinglichen Ebene mit Achse S, also 
ebenfalls linear transitiv, d.h. die transponierte Ebene hat auch Lenz-Typ V. 
Die Spiegelung t~ Z, die S als Achse und den uneigentlichen Punkt yon W 
als Zentrum hat, induziert ferner in der transponierten Ebene eine 
Spiegelung mit der Polaren W ° als Achse und dem uneigentlichen Punkt 
von S o als Zentrum (d.h. die Rolle der Koordinatenachsen in Bezug auf 
Spiegelungen und allgemeiner Achsenstreckungen wird bei Transposition 
vertauscht). Damit liegt in der transponierten Ebene der Fall 3 vor. 
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5.5. Fall  3 ist dual zu Fall 1: Die Rolle der uneigentlichen Geraden (als 
Achse der transitiven Translationsgruppe) wird in der dualen Ebene fiber- 
nommen vom B/ischel der Geraden durch das Zentrum S ~ L~ der transi- 
tiven Scherungsgruppe, d.h. vom Bfischel der Parallelen zu S. In einer 
Ebene zu Fall 3 hat die Spiegelung z ~ E Achse W, l~13t also die Parallelen zu 
S einzeln fest und hat somit in der dualen Ebene die uneigentliche Gerade 
als Achse, so dab dort Fall 1 vorliegt. 
Die duale Ebene ist also, wie bei Fall 1 vermerkt, die Ebene fiber einer 
der Divisionsalgebren Qh, R" Insbesondere ist ihr Kern isomorph zu C, d.h. 
sie hat eine zu C × isomorphe Streckungsgruppe, die £ zentralisiert. In die 
urspr/ingliche Ebene zurfickiibersetzt, bedeutet das die Existenz einer zu C × 
isomorphen Kollineationsgruppe, die£ zentralisiert und alle Parallelen zu S 
invariant 1/igt, also aus Achsenstreckungen in Richtung S besteht. Die 
Torusuntergruppe ® ~ SO2(R) dieser Kollineationsgruppe wurde in [5] 
rein rechnerisch entdeckt (genauer gesagt, die entsprechende diagonale 
Torusgruppe T in ®.E bei den dazu transponierten Ebenen, also den 
Ebenen zu Fall 2, siehe [-5, 5.4]). Mit der Zurfickffihrung auf den Kern der 
dualen Ebene ist das Auftreten dieser 'zusfitzlichen' Torusgruppe in der 
Kollineationsgruppe g ometrisch befriedigend erkliirt. 
Um den Anschlul3 an [-5"] herzusteUen, berechnen wir jetzt noch explizit 
f/ir die Ebenen zu Fall 3 die Multiplikation * einer koordinatisierenden 
Divisionsalgebra, indem wir die Divisionsalgebren Qh, R zu Fall 1 dualisieren 
(einfach durch Vertauschung von Multiplikator und Multiplikand, siehe 
[17, 1.6S.41 (58),(59),(60)"]. Wie in Satz 4.4 (ira Spezialfall 9 = -1)  
festgestellt, 1/il3t sich die Multiplikation yon Qh,R folgendermal3en a geben: 
aox  = (a - q ) (a ) ) .h - lxh  + x'qg(a) 
mit 
q~(a)  - - -  
Re ah - 1 
Re h 
Damit erh~ilt man 
(1) a * x = x o a = p(x)" ah + ¢(x)" a 
mit 
p(x)  = (x - -  (p(x))" h - 1 .  
Dabei ist p(x) eine reine Quaternion. Ffir den R-linearen Automorphismus 
Avon R 4=~ mit 
h 
A(x) = Re x + (Pu x)" Re h 
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gilt also 
und somit 
A(¢(x) + p(x). Re h) = ~o(x) + p(x). h = x 
A - l(x) = q)(x) + p(x)" Re h. 
Damit k6nnen wir die Multiplikation * folgendermaBen umformen: 
a * x = a'(q)(x) + a-  lp(x)ah) 
= a'A(~o(x) + a-lp(x)a" Re h) 
(beachte, dab auch a-  1 p(x)a rein) 
= a" A(a - l(q)(x) + p(x)" Re h)a) 
= a" A(a-  1A - l(x)a). 
Dies ist die in [5, 5.2] angegebene Multiplikation. Als Matrix (bezfiglich der 
Basis 1, i, j, k) ist hier 
1 Im h 
A = mit  e -  
1 Re h'  
hat also die in [5, 5.3] angegebene Gestalt (bereits in normierter Form). 
5.6. Zur Vervollst/indigung der Ubersicht sei noch ohne n/ihere 
Ausf/ihrungen erw/ihnt, dab eine Ebene zu Fall 1 bei Transposition i eine 
Ebene fiberfiihrt wird, die zur Ausgangsebene isomorph ist, und dab die 
Ebenen zu Fall 2 selbstdual sind. 
Zusammenfassend hatman also, dab sich die Operationen Transposition 
(T) und Dualisierung (D) auf die hier betrachteten Ebenen entsprechend 
dem folgenden Diagramm auswirken: 
11 l~- - *Fa l l3  ® Fall2 ) 
® @ 
Das Ergebnis dieser Diskussion kann man folgendermaBen 
zusammenfassen: 
5.7. SATZ. Die achtdimensionaIen lokalkompakten Ebenen yore Lenz-Typ V 
mit einer zu Spin(3) isomorphen Kollineationsgruppe sind genau die Ebenen 
fiber den Divisionsalgebren Qh,~ aus 2.6 (mit heC,  I h t= l ,  Reh>0,  
Im h >~ 0), ihre dualen Ebenen und die dazu transponierten Ebenen. A~er  im 
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Fall der Quaternionenebene (h = 1) ist die Kollineationsgruppe dieser Ebenen 
18-dimensional. 
Hinweis. Die explizite Beschreibung der Kollineationsgruppe findet man 
ffir die Ebene fiber Qh,~ in Satz 4.4(C) (Spezialfall g = -1),  ffir die dualen 
Ebenen und deren transponierte Ebenen in [5], §1 Klassifikationssatz (al) 
und (a2). 
Bemerkung. Interessanterweise h/ingen nach §3 alle diese Ebenen fiber den 
Prozess der Ableitung (und die genannten Operationen der Dualisierung 
und Transposition) mit den Ebenen fiber den Fastk6rpern yon Kalscheuer- 
Tits zusammen. 
6. ACHTDIMENSIONALE TRANSLATIONSEBENEN MIT GROSSER 
KOLLINEATIONSGRUPPE 
In diesem Abschnitt kompilieren wir aus der vorliegenden Arbeit und den 
Arbeiten [6]-[13] den folgenden 
KLASSIFIKATIONSSATZ. Bis auf Isomorphie haben genau die folgenden 
achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen ine mindestens 17- 
dimensionale Kollineationsgruppe: 
(i) Die desarguessche Ebene fiber den Quaternionen (mit 35-dimensionaler 
K o ll ineationsgru p pe) ;
(ii) Ebenen mit 18-dimensionaler Kollineationsgruppe: 
Die Spin(3)-SO3(N)-Ebenen yore Lenz-Typ V fiber den Divisionsal- 
gebren Qh,~ aus 2.1 und 2.6, ihre dualen Ebenen und deren transponierte 
Ebenen (siehe 5.7, oder auch [5, Klassifikationssatz (b)]). 
(iii) Ebenen mit 17-dimensionaler Kollineationsgruppe: 
(1) Die Ebenen fiber den echten Quasiko'rpern Qa,®(g,h) aus 4.4 mit 
g # - 1 (also rb(g, h) # R). 
(2) Die Ebenen fiber den Fastko'rpern yon Kalscheuer-Tits ([-143, 
[25], [9, 3.3, 4.2]) 
(3) Die S03(N)-Ebenen yore Lenz-Typ V fiber den Divisionsalgebren 
D~ = Did aus [4] und [13, 3.3(iii)] (siehe auch [5, Klassifika- 
tionssatz (b)]) 
(4) Die Lenz-Typ-V-Ebenen fiber den Reesschen Divisionsalgebren 
([5, §6 und Klassifikationssatz (c)], [19]). 
Bemerkungen. Die Ebenen aus (ii) h/ingen fiber den Prozess der 
Ableitung eng mit den Kalscheuer-Tits-Fastk6rpern zusammen, siehe §3. 
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Ffir alternative (isomorphe) Beschreibungen der Divisionsalgebren D~ aus 
(iii(3)) vergleiche man auch [15, S. 57 Satz 29]; dort wird gezeigt, dab es 
sich genau um die vierdimensionalen reellen Divisionsalgebren handelt, die 
flexibel sind. 
Die Reesschen Divisionsalgebren i (iii(4)) sind unter den vierdimen- 
sionalen reellen Divisionsalgebren dadurch gekennzeichnet, dab ihre s/imt- 
lichen Nuklei nicht nur aus den reellen Vielfachen der 1 bestehen, sondern 
zu C isomorph sind I-9]. 
Die J~iste enth/ilt auger Ebenen vom Lenz-Typ V (Ebenen fiber 
Divisionsalgebren) und Lenz-Barlotti-Typ IVa.2 (Fastk6rperebenen) nur 
eine einzige (zweiparametrige) Familie yon echten Translationsebenen vom 
Lenz-Barlotti-Typ IVa.1, n/imlich die in 4.4 beschriebenen Ebenen fiber den 
echten Quasik6rpern Qh,~(g,h) mit g # -1.  
Beweis. Sei eine achtdimensionale lokalkompakte Translationsebene g - 
geben, die nicht isomorph zur Quaternionenebene ist und die eine minde- 
stens 17-dimensionale Kollineationsgruppe hat. Sei F die Zusammenhangs- 
komponente der Gruppe aller stetigen Kollineationen. 
Nach dem Hauptsatz von [7] existiert auf der uneigentlichen Geraden 
L~ ~ 5 4 ein Punkt s, dessert Bahn F(s) unter g h6chstens 2-dimensional ist. 
Ist s sogar ein Fixpunkt von F, so w/ihlen wir einen weiteren uneigentlichen 
Punkt w beliebig auf L~oN{s}, andernfalls w~hlen wir we F(s)N{s}; in 
beiden F/illen sei w zudem so gew~ihlt, daft die Bahn von w unter dem 
Stabilisator Fs minimale Dimension hat. Dann ist jedenfalls 
(1) dim F(s) + dim F~(w) ~ 4. 
Seien S und Wdie zu s und w geh6rigen Ursprungsgeraden, u d sei Fs, w ihr 
Stabilisator. In Anbetracht der Translationsgruppe ist dim F~,w = 
dim Fs, w + 8. Nach Voraussetzung und mit der bekannten Dimensionsfor- 
mel gilt also 
(2) 17 --< dim F = dim F(s) + dim F~(w) + dim Fs, w + 8. 
Nach 1.3 ist nun Fs, w fastdirektes Produkt 
(3) Fs, w = SFs, w'( ~3EO,L~I) 1 
der Untergruppe der Kollineationen, die fiber dem Kern Determinante 1 
haben, und der Zusammenhangskomponente der Gruppe der zentrischen 
Streckungen mit Zentrum o; letztere hat Dimension 1 oder 2 je nachdem, ob 
der Kern der Ebene isomorph zu ~ oder zu C ist. 
336 HERMANN HAHL 
Sei nun K die gr613te kompakte zusammenhiingende Untergruppe yon 
SFs, w gem/iB dem Lemma fiber Achsenstandgruppen 1.4; es ist dann 
fdim K + 1 
(4) dim SFs'w = ~ [dim K 
je nachdem, ob SFs, w eine Kompressionsuntergruppe im Sinne yon 1.4 
enth/ilt oder nicht. Aus (1)-(4) folgt nun 
(5) 5 ~< dimFs, w ~< d imK+l+dimKern ;  
insbesondere ist 
dim K >~ 2. 
Wegen K c_ SFo wirkt K fast effektiv auf der 4-Sphiire L~ (d.h. mit 
endlichem Ineffektivit/itskern). Zur Bestimmung der M6glichkeiten ffir K 
kann man also die Klassifikation yon Richardson 1-20] der effektiven 
Wirkungen kompakter zusammenh/ingender Liegruppen auf der 4-Sph/ire 
heranziehen. Da K ___ Fs, w die beiden Fixpunkte s, we  Loo hat, liefert die 
Klassifikation die folgenden F/ille: 
Entweder ist die effektive Wirkung yon K auf Loo eine klassische Wirkung 
aus nachstehender Liste 
(a) SO4(R) auf R 4 w {o0} 
(b) U2(C) oder SU/(C) auf C z w {o0} 
(c) SO3(R) auf ~3 x N w {o0}, 
oder aber 
(d) K ist ein 2-dimensionaler Torus. 
Bei der n~iheren Betrachtung der einzelnen F~lle unter Ber/icksichtigung der 
fibrigen Bedingungen ffir dim F >/17 werden sich dann die verschiedenen in 
der Behauptung enannten Ebenentypen ergeben, n/imlich: 
- im Fall (a) die FastkiSrperebenen (iii(2)) 
- im Fall (b) die dualen Ebenen und die transponierten Ebenen der 
Ebenen fiber den Divisionsalgebren Qh.~ (Punkt (ii) der Behauptung; in
diesen Ebenen ist K - U2(C)) 
- im Fall (c)die Spin(3)-SO3(~)-Ebenen fiber den Divisionsalgebren 
Qh,~ bzwden Quasik6rpern Qh, o(o,h) ((ii) bzw. (iii(1)), mit K ~ Spin(3)) 
und die SO3(R)-Ebenen vom Lenz-Typ V ((iii(3)), mit K ~ SO3(R)). 
- im Fall (d) die Ebenen fiber den Reesschen Divisionsalgebren (iii(4)). 
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Nun die Behandlung der F/ille im einzelnen. 
Die F/ille (a) und (b) lassen sich zusammenfassen dadurch, dab dann K in 
L~ auger den beiden Fixpunkten s und w lauter zur 3-Sphere ho- 
m6omorphe Bahnen hat und eine zu Spin(3)~SU2(C ) isomorphe 
Untergruppe Y~ enth/ilt. Nach dem Sph/irensatz [6, 1.2] hat dann entweder 
die Ebene den Lenz-Typ V, oder abet s und w bleiben unter der ganzen 
Gruppe F fest. 
Sind s und w Fixpunkte yon F, so mul3 (2) und (5) zufolge 
17~<dimFs, w+8~<dimK+3+8 sein, was angesichts der ffir K be- 
stehenden M6glichkeiten ur mit KIL~o ~ SO4(R) zu erffillen ist. Nach 
[10, 1.3] ist die Ebene dann eine Spin(4)-Ebene oder eine SO4(R)-Ebene; 
und in SO4(R)-Ebenen ist der Kern nur eindimensional [10,3.1], die 
Kollineationsgruppe also h6chstens 16-dimensional (siehe auch [10, 3.3]). 
Unter den Spin(4)-Ebenen haben nach [9, 3.3, 4.2] lediglich die 
Fastk6rperebenen i e 17-dimensionale Kollineationsgruppe. 
Im Fall einer Ebene vom Lenz-Typ V hingegen ist Satz 5.7 anwendbar; 
er liefert die in (ii) genannten Ebenen. (Alternativ k6nnte man [5] 
heranziehen.) 
Fall (c) ist Gegenstand es SO3(E)-Satzes aus [11,1.4]. Unter der 
Bedingung dim F >/17 besagt er die Existenz eines dreidimensionalen 
Normalteilers N von Fo, der aus Scherungen mit festem Scherungszentrum 
besteht. (Die im SO3(E)-Satz noch enthaltene Alternative, dal3 eine soge- 
nannte SL2(C)-Ebene vorliegen k6nnte, scheidet hier aus, da deren 
Kollineationsgruppe h6chstens 16-dimensional ist [12,2.5].) Das gemein- 
same Zentrum der Scherungen aus N ist dann notwendig s, da nach 
Voraussetzung dim F(s) ~< 2 gilt, und da N in L~ abgesehen von diesem 
Zentrum lauter dreidimensionale Bahnen hat. K fiberlagert 
KfL~---SO3(E) und ist daher isomorph zu SO3(E) oder Spin(3). Die 
SO3(E)-Ebenen mit gro!3en Scherungsgruppen wurden in [13] klassifiziert; 
unter ihnen haben nur die Ebenen fiber den Divisionsalgebren D~ = D~,id 
(Punkt (iii(3)) der Behauptung) eine mindestens 17-dimensionale 
Kollineationsgruppe. Der verbleibende Fall K ~ Spin(3) war der 
Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit; nach Satz 4.4 steuert er die 
Ebenen fiber den Divisionsalgebren Qh,~ (ii) und den fibrigen Quasik6rpern 
Qh,,~(o,h) (ill(l)) bei. 
Im Fall (d), dab K ein zweidimensionaler Torus ist, ist eine mindestens 
17-dimensionale Kollineationsgruppe nach (2)-(5) nut zu erzielen, wenn 
Fs, w eine Kompressionsuntergruppe enth/ilt, der Kern der Ebene isomorph 
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zu C ist und gleichzeitig 
dim F(s) + dim Fs(w) = 4 
gilt. Nach Wahl von s und w bedeutet letzteres, dab entweder 
(dl) d imF(s)=2 und dimFs(w )=2 
oder 
(d2) s ein Fixpunkt yon F und dim F(w) = dim Fs(w) = 4 
ist. 
In der Situation (dl) ist wegen der Existenz einer Kom- 
pressionsuntergruppe nach dem Sph/irenlemma [6, 1.1] die zweidimen- 
sionale Bahn F(s) hom6omorph zur 2-Sph/ire. Aufgrund der vorausgesetz- 
ten Minimalitiit der Dimension der Bahn Fs(w) ist jede Bahn yon F~ in F(s) 
zweidimensional, lso F~ transitiv auf F(s)N {s} und F zweifach transitiv auf 
F(s) ~ S 2. Nach der Klassifikation yon Mostow [16] aller transitiven 
Wirkungen yon Liegruppen auf F1/ichen oder der Klassifikation yon Tits 
[24, S. 222ff] der zweifach transitiven Wirkungen yon Liegruppen wirkt F 
auf F(s) wie PSL2(C) auf C w {oo}. Der halbeinfache Kopf von Fo enth~ilt 
also eine zu PSL2(C) lokal isomorphe Untergruppe; somit liegt eine sog. 
SL2(C)-Ebene vor. Eine solche hat nach [12,§2,2.5] aber h6chstens 16- 
dimensionale Kollineationsgruppe. 
In Situation (d2) ziehen wir heran, dab der Kern der Ebene isomorph zu 
C sein mug, wie wir zu Beginn der Er6rterung yon Fall (d) festgestellt 
haben. Die Gruppe der zentrischen Streckungen vom Ursprung aus enth/ilt 
also einen eindimensionalen Torus, der yon dem 2-Torus K _~ SFo zentrali- 
siert wird und mit ihm eine dreidimensionale Torusgruppe T _c Fs,w erzeugt. 
T wirkt nun linear auf der affinen Geraden S~ R4, und da eine 
Torusuntergruppe yon GL4(R) h6chstens zweidimensional ist, enth/ilt T 
einen eindimensionalen Toms, der S punktweise f stl/il3t. Die Involution zin 
diesem Torus ist also eine Spiegelung mit Achse S und Zentrum w. Nun ist 
im Fall (d2) die Bahn Fs(w) vierdimensional, so dab man ausgehend yon t 
viele Spiegelungen mit Achse S erzeugen kann, und da ein Produkt yon 
zwei solchen eine Scherung mit Achse S ist, erh/ilt man auch viele 
Scherungen; in I-6, 2.3] ist dies nfiher ausgef/ihrt mit dem Ergebnis, dab die 
Gruppe der Scherungen mit Achse S wie F~(w) vierdimensional ist. Sie ist 
dann transitiv auf LooN{s}, d.h. die Ebene hat Lenz-Typ V. Nach der 
Klassifikation [5] aller achtdimensionalen okalkompakten Ebenen vom 
Lenz-Typ V mit grogen Kollineationsgruppen rh/ilt man in dieser 
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Situation die Ebenen fiber den Divisionsalgebren von Rees (siehe ins- 
besondere [5, Satz 6.1]); diese sind in (iii(4)) notiert. [] 
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